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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è äîïóñíàò äî çàùèòà íà çàñåäàíèå íà êàòåäðà �Êîì-
ïþòúðíè ñèñòåìè è òåõíîëîãèè�, ïðîâåäåíî íà 14.06.2024 ã. â Óíèâåðñèòåò �Ïðîô. ä-ð
Àñåí Çëàòàðîâ�-Áóðãàñ.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñúäúðæà 113 ñòðàíèöè, îò êîèòî 32 ôèãóðè è 1 òàáëèöà. Èç-
ïîëçâàíè ñà 213 ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèöè. Ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè â 5 ñòàòèè.
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Îáùà õàðàêòåðèñòèêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Àêòóàëíîñò íà ïðîáëåìà

Ïðåç 1984 Êðàñèìèð Àòàíàñîâ äåôèíèðà ïîíÿòèåòî èíåêñèðàíà ìàòðèöà. Èíäåêñèðàíà
ìàòðèöà(ÈÌ) íàðè÷àìå îáåêòà

A = [K,L, aki,lj ],

êúäåòî ìíîæåñòâàòà K è L óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî K, L ⊂ I è I å ôèêñèðàíî ìíî-
æåñòâî îò èíäåêñè è ñà â ñèëà âñè÷êè îïåðàöèè âúðõó ìíîæåñòâà. Åëåìåíòèòå íà åäíà
ÈÌ ìîãàò äà áúäàò: ðåàëíè ÷èñëà, åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî {0, 1}, ïðåäèêàòè, ñúæ-
äåíèÿ, èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, ôóíêöèè è äð. Ïðåç ãîäèíèòå ñà äåôèíèðàíè
îïåðàöèè âúðõó äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè: ñúáèðàíå, ïî÷ëåííî óìíîæåíèå, ðàçëèêà,
óìíîæåíèå. Òåçè îïåðàöèè çà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî ⊕(◦), ⊗(◦), ⊙(◦,∗).

Â çàâèñèìîñò îò òèïà íà åëåìåíòèòå ñå îïðåäåëÿò ïîäîïåðàöèèòå, êîèòî ùå ñå èç-
ïúëíÿâàò íàä åëåìåíòèòå íà èíäåêñèðàíèòå ìàòðèöè. Çà ÈÌ, ÷èèòî åëåìåíòè ïðè-
íàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà R îòíîñíî îïåðàöèÿ ◦ è e◦ e eäèíè÷íèÿò
åëåìåíò íà R îòíîñíî îïåðàöèÿ ◦, òîãàâà êîãàòî ◦ ∈ {+,−} è e◦ å �0 à êîãàòî ◦ ∈ {×, :},
òîãàâà e◦ å �1". Êîãàòî åëåìåíòèòå ñà ïðåäèêàòè, òîãàâà ◦, ∗ ∈ {∨,∧}, à êîãàòî åëåìåí-
òèòå ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, òîãàâà ◦, ∗ ∈ {max,min}.

Ñúãëàñíî äåôèíèöèèòå íà îïåðàöèèòå âúðõó ìíîæåñòâà è ïðèëîæåíèå íà äåôèíè-
ðàíèòå îïåðàöèè âúðõó äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöèA = [K,L, {aki,lj}] èB = [P,Q, {bpr,qs}],
â ðåçóëòàò íà êîåòî ñå ïîëó÷àâà íîâà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà C = [T, V, {ctu,vw}], ìîæå
äà ñå îïðåäåëè êîëêî åëåìåíòà îò èíäåêñíèòå ìíîæåñòâà íà ïúðâàòà ÈÌ A ñúâïàäàò ñ
åëåìåíòè îò èíäåêñíèòå ìíîæåñòâà íà âòîðàòà ÈÌ B è ñòîéíîñòòà íà åëåìåíòà ctu,vw .
Íàïðèìåð çà îïåðàöèÿ ñúáèðàíå, àêîK∩P ̸= ∅ è L∩Q ̸= ∅, òîãàâà tu = ki = pr ∈ K∩P ,
vw = lj = qs ∈ L ∩Q è ìîæå äà ñå èçïúëíè ïîäîïåðàöèÿòà âúðõó åëåìåíòèòå íà ÈÌ C
íà ñúâïàäàùèòå èíäåêñè ïî ðåä è ïî ñòúëá. Àíàëîãè÷íî, àêî ðàçëèêàòà K − P ̸= ∅ è
∃lj ∈ L è ñúùî òàêà àêî å èçïúëíåíî L−Q ̸= ∅ è ∃ki ∈ K, òîãàâà åëåìåíòúò íà ÈÌ C
ctu,vw ñòàâà ðàâåí íà åëåìåíòúò îò ïúðâàòà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà aki,lj . Òàêà ñ îïåðàöè-
èòå âúðõó ìíîæåñòâà ñå äåôèíèðàò è ìîæå äà ñå èçñëåäâàò óñëîâèÿòà çà èçâúðøâàíå
íà ïîäîïåðàöèèòå ìåæäó åëåìåíòèòå íà äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè çà ðàçëè÷íèòå îïå-
ðàöèè.

Ðåøàâàíåòî íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ èìà ïðèëîæåíèå â åëåêòðîòåõíèêà è åëåêò-
ðîíèêàòà. Òîãàâà ìîæå äà ñå èçñëåäâàòà óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà
ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè.

Ñ äåòåðìèíàíòà íà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè áëîê-ñõåìà â êîìáè-
íàòîðíèÿ ñìèñúë íà òîâà ïîíÿòèå è ìîæå äà ñå íàìåðè óðàâíåíèå íà ïðàâà, ìèíàâàùà
ïðåç äâå òî÷êè.

Òåîðèÿòà íà ãðàôèòå èìàò øèðîêî ïðèëîæåíèå â êîìóíèêàöèîííàòà è êîìïþòúð-
íà òåõíèêà. Ïðåäñòàâÿíå íà ãðàôè ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè îïðåäåëÿò äðóãè óñëîâèÿ,
ñïîðåä êîèòî ñå ñúñòàâÿ åäíà ÈÌ.

Àãðåãèðàùèòå îïåðàöèè âúðõó èíäåêñèðàíè ìàòðèöè íàìèðàò ïðèëîæåíèå ïðè íà-
ìèðàíå íà ìèíèìàëíî, ìàêñèìàëíî ðàçñòîÿíèå è ñóìà îò ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó êîíòàê-
òíèòå òî÷êè íà åëåìåíòèòå, îò êîèòî ñà ñúñòàâåíè ëîãè÷åñêèòå ñõåìè è ñà èçñëåäâàíè
ñ òàáëèöà íà Åêñåë.
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Öåë è çàäà÷è íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Öåëè è çàäà÷è íà íàñòîÿùàòà íàó÷íà äèñåðòàöèÿ ñà: 1) Öåë íà íàñòîÿùàòà íàó÷íà
äèñåðòàöèÿ å äà ñå íàìåðè ðåøåíèå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñúñòàâåíè îò èíäåêñèðàíè
ìàòðèöè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ðåàëíè ÷èñëà è èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè.

2) Äðóãà çàäà÷à å äà ñå èçñëåäâàò ñâîéñòâàòà íà äåòåðìèíàíòà è ïåðìóíåíòà íà
èíäåêñèðàíè ìàòðèöè.

3) Ïðåäñòàâÿíå íà ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè.
4) Ïðåäñòàâÿíå íà ìîíòàæíèòå ìåñòà íà ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè ñ

èíäåêñèðàíè ìàòðèöè.
5) Èçñëåäâàíå íà ñëó÷àéíè ïðîöåñè ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè.
6) Ïðèëîæåíèå íà èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ ïðîãðàìàòà Åêñåë.
7) Ïðåäñòàâÿíå íà ëîãè÷åñêè ñòîéíîñòè çàäàäåíè îò èçâîäè íà Àðäóèíî êîíòðîëåð,

êîíôèãóðèðàíè êàòî èçõîäè, ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà.
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Èçêàçâàì ãîëÿìàòà ñè áëàãîäàðíîñò êúì ðúêîâîäèòåëèòå íà äèñåðòàöèîííèÿ ìè òðóä
äîö. ä-ð Âåñåëèíà Áóðåâà è äîö. ä-ð Íîðà Àíãåëîâà çà çíàíèÿòà, ïîìîùòà,

âúçìîæíîñòèòå è êîíòàêòèòå, êîèòî ìè ïðåäîñòàâèõà.

Áëàãîäàðÿ è íà âñè÷êè êîëåãè îò êàòåäðà ½Êîìïþòúðíè ñèñòåìè è òåõíîëîãèè� ïðè
Óíèâåðñèòåò ½Ïðîô.ä-ð À.Çëàòàðîâ�, Èíñòèòóò ïî áèîôèçèêà è áèîìåäèöèíñêî
èíæåíåðñòâî, ñåêöèÿ Áèîèíôîðìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå, ÁÀÍ è

Èíñòèòóò ïî èíôîðìàöèîííè è êîìóíèêàöèîííè òåõíîëîãèè, ñåêöèÿ Èíòåëèãåíòíè
ñèñòåìè, ÁÀÍ çà ïîäêðåïàòà è ñúäåéñòâèåòî.
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Ãëàâà 1. Âúâåäåíèå â òåîðèÿòà íà èíäåêñèðàíèòå ìàò-

ðèöè

Êðàñèìèð Àòàíàñîâ äàâà èäåÿ çà ïîíÿòèåòî çà Èíäåêñèðàíà Ìàòðèöà (ÈÌ) ïðåç 1984
ãîäèíà. Ïðåç 2014 òîé îïèñâà â äåòàéëè ÈÌ, ðàçãëåæäàéêè ñëó÷àèòå íà ÈÌ, ÷èèòî
åëåìåíòè ñà ðåàëíè ÷èñëà, åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî {0, 1}; ñúæäåíèÿ; ïðåäèêàòè; èí-
òóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè è äðóãè, êàêòî è äåôèíèöèè çà îïåðàöèè, ðåëàöèè è
îïåðàòîðè âúðõó ñúîòâåòíèÿ âèä ÈÌ. Íåêà I å ôèêñèðàíî ìíîæåñòâî îò èíäåêñè è R
å ìíîæåñòâî îò ðåàëíè ÷èñëà.

Íåêà ìíîæåñòâàòà K, L óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî K, L ⊂ I.
Èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ èíäåêñíè ìíîæåñòâà K è L, êúäåòî K, L ⊂ I ùå íàðè÷àìå

îáåêòà:

A = [K,L, {aki,lj}] =

l1 l2 . . . ln
k1 ak1,l1 ak1,l2 . . . ak1,ln
k2 ak2,l1 ak2,l2 . . . ak2,ln
...

...
... . . .

...
km akm,l1 akm,l2 . . . akm,ln

êúäåòî K = {k1, k2, ..., km}, L = {l1, l2, ..., ln}, è çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n: aki,lj ∈ R, êúäåòî
R å ìíîæåñòâî íà ðåàëíèòå ÷èñëà.

Íåêà ñà äàäåíè äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, {aki,lj}] and B = [P,Q, {bpr,qs}],
÷èèòî åëåìåíòè ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà.

Çà äâåòå ÈÌ A = [K,L, {aki,lj}] è B = [P,Q, {bpr,qs}] ñà äåôèíèðàíè ðàçøèðåíèÿ íà
ñòàíäàðòíèòå ìàòðè÷íè îïåðàöèè ½ñúáèðàíå� è ½óìíîæåíèå íà äâå ìàòðèöè� ½óìíîæå-
íèå íà ìàòðèöà è ðåàëíî ÷èñëî�. Òåçè îïåðàöèè ñà îçíà÷åíè ñ: ⊕(◦), ⊗(◦), ⊙(◦,∗), êúäåòî
◦, ∗ : R×R → R ñà ïîäîïåðàöèèòå, êîèòî ùå ñå èçïúëíÿâàò íàä åëåìåíòèòå íà A è B.
Òåçè îïåðàöèè èìàò ñëåäíèÿ âèä.

Ñúáèðàíå
A⊕(◦) B = [K ∪ P,L ∪Q, {ctu,vw}],

êúäåòî

ctu,vw =



aki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P è vw = lj ∈ L;

bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K è vw = qs ∈ Q;

aki,lj ◦ bpr,qs , àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

e◦, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

,

êúäåòî e◦ e eäèíè÷íèÿò åëåìåíò íà R îòíîñíî îïåðàöèÿ ◦. Íàïðèìåð, òóê è ïî-íàäîëó
àêî R e ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà è ◦ ∈ {+,−}, òîãàâà e◦ å �0 à êîãàòî ◦ ∈ {×, :},
òîãàâà e◦ å �1".

Ïî÷ëåííî óìíîæåíèå

A⊗(◦) B = [K ∩ P,L ∩Q, {ctu,vw}],

êúäåòî çà tu = ki = pr ∈ K ∩ P è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

ctu,vw = aki,lj ◦ bpr,qs ,
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Óìíîæåíèå

A⊙(◦,∗) B = [K ∩ (P − L), Q ∩ (L− P ), {ctu,vw}],

êúäåòî

ctu,vw =



aki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L− P −Q

bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P − L−K è vw = qs ∈ Q

◦
lj=pr∈L∩P

(aki,lj ∗ bpr,qs), àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ Q

e◦, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.

Îïèñàíè ñà è äðóãè îïåðàöèè íàä ÈÌ, íàïðèìåð:
Èçâàæäàíå

A⊖B = [K − P,L−Q, {ctu,vw}],

êúäåòî ��� å îïåðàöèÿ èçâàæäàíå íà ìíîæåñòâà è

ctu,vw = aki,lj , çà tu = ki ∈ K − P è vw = lj ∈ L−Q.

Íåêà èìàìå èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà A, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ðåàëíè ÷èñëà, à k0 /∈ K
è l0 /∈ L äà áúäàò äâà èíäåêñà. Ê. Àòàíàñîâ, Eâäîêèÿ Ñîòèðîâà è Âåñåëèíà Áóðåâà
âúâåæäàò îñåì àãðåãèðàùè îïåðàöèè, êîèòî ïðèëîæåíè âúðõó A èìàò ñëåäíèÿ âèä.

Àãðåãèðàíå çà ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò ïî ðåäîâå ρmax(A, k0)

ρmax(A, k0) =
l1 l2 . . . ln

k0 max
1≤i≤m

aki ,l1 max
1≤i≤m

aki ,l2 . . . max
1≤i≤m

aki ,ln

Àãðåãèðàíå çà ìèíèìàëíà ñòîéíîñò ïî ðåäîâå ρmin(A, k0)
ρmin(A, k0)

ρmin(A, k0) =
l1 l2 . . . ln

k0 min
1≤i≤m

aki ,l1 min
1≤i≤m

aki ,l2 . . . min
1≤i≤m

aki ,ln

Àãðåãèðàíå çà ñóìà ïî ðåäîâå ρsum(A, k0)

ρsum(A, k0) =

l1 l2 . . . ln

k0
n∑

i=1
1≤i≤m

aki ,l1
n∑

i=1
1≤i≤m

aki ,l2 . . .
n∑

i=1
1≤i≤m

aki ,ln

Àãðåãèðàíå çà ñðåäíîàðèòìåòè÷íà ñòîéíîñò ïî ðåäîâå ρave(A, k0)

ρave(A, k0) =

l1 l2 . . . ln

k0
1
m

n∑
i=1

1≤i≤m

aki ,l1
1
m

n∑
i=1

1≤i≤m

aki ,l2 . . . 1
m

n∑
i=1

1≤i≤m

aki ,ln

Àãðåãèðàíå çà ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò ïî êîëîíè σmax(A, l0)
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σmax(A, l0) =

l0
k1 max

1≤j≤n
ak1 ,lj

...
...

km max
1≤j≤n

akm ,lj

Àãðåãèðàíå çà ìèíèìàëíà ñòîéíîñò ïî êîëîíè σmin(A, l0)

σmin(A, l0) =

l0
k1 min

1≤j≤n
ak1 ,lj

...
...

km min
1≤j≤n

akm ,lj

Àãðåãèðàíå çà ñóìà ïî êîëîíè σsum(A, l0)

σsum(A, l0) =

l0

k1
n∑

j=1

1≤j≤n

ak1 ,lj

...
...

km
n∑

j=1

1≤j≤n

akm ,lj

Àãðåãèðàíå çà ñðåäíîàðèòìåòè÷íà ñòîéíîñò ïî êîëîíè σave(A, l0)

σave(A, l0) =

l0

k1
1
n

n∑
j=1

1≤j≤n

ak1 ,lj

...
...

km
1
n

n∑
j=1

1≤j≤n

akm ,lj

Äàäåíè ñà äåôèíèöèè çà ðåëàöèè ìåæäó äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, aki,lj ]
è B = [P,Q, bpr,qs ]. Ñ "⊂"è "⊆"ñå îçíà÷àâàò ðåëàöèèòå ½ñòðîãî âêëþ÷âàíå� è ½ñëàáî
âêëþ÷âàíå�.

Ñòðîãàòà ðåëàöèÿ ½âêëþ÷âàíå îòíîñíî ðàçìåðíîñò� å

A⊂dB, (((K ⊂ P )&(L ⊂ Q))∨

((K ⊆ P )&(L ⊂ Q)) ∨ ((K ⊂ P )&(L ⊆ Q)))&(∀k ∈ K)(∀l ∈ L)(aki,lj = bpr,qs).

Íåñòðîãàòà ðåëàöèÿ ½âêëþ÷âàíå îòíîñíî ðàçìåðíîñò� e

A⊆dB, (K⊆dP )&(L⊆dQ)&(∀k ∈ K)(∀l ∈ L)(aki,lj = bpr,qs).

Íåêà x å ïðîìåíëèâà, ïîëó÷àâàùà (êðàåí áðîé) ñòîéíîñòè Å = {a1, a2, . . . , an} è
p(x)} å ïðåäèêàò ñ ïðîìåíëèâà x. Íåêà V å îöåíú÷íà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ÷ðåç

V (p(x)) = ⟨µ(p(x)), ν(p(x))⟩,
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êúäåòî µ(p(x)) è ν(p(x)) ñà ñòåïåíèòe íà âÿðíîñò è íåâÿðíîñò íà p.
Èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòèòå èíòåðïðåòàöèè íà (èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòèòå) êâàí-

òîðèòå ½çà âñÿêî� (∀) è ½ñúùåñòâóâà� (∃) ñà âúâåäåíè îò Ê. Àòàíàñîâ è Ãåîðãè Ãàðãîâ
÷ðåç:

V (∃xp(x)) = ⟨max
y∈E

µ(p(y)),min
y∈E

ν(p(y))⟩,

V (∀xp(x)) = ⟨min
y∈E

µ(p(y)),max
y∈E

ν(p(y))⟩.

Íåêà eëåìåíòèòå {aki,lj} è {bpr,qs} íà èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, {aki,lj}] è
B = [P,Q, {bpr,qs}] ñà ïðåäèêàòè. Òîãàâà îïåðàöèè ◦, ∗ ∈ {∨,∧}.

Çà äâåòå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A è B ñà äåôèíèðàíè ñëåäíèòå îïåðàöèè:
Ñúáèðàíå

A⊕(◦) B = [K ∪ P,L ∪Q, {ctu,vw}],

êúäåòî

ctu,vw =



aki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P è vw = lj ∈ L;

bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K è vw = qs ∈ Q;

aki,lj ◦ bpr,qs , àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

false, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.

Ïî÷ëåííî óìíîæåíèå

A⊗(◦) B = [K ∩ P,L ∩Q, {ctu,vw}],

êúäåòî çà tu = ki = pr ∈ K ∩ P è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

ctu,vw = aki,lj ◦ bpr,qs ,

Óìíîæåíèå

A⊙(◦,∗) B = [K ∩ (P − L), Q ∩ (L− P ), {ctu,vw}],

êúäåòî

ctu,vw =



aki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L− P −Q

bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P − L−K è vw = qs ∈ Q

◦
lj=pr∈L∩P

(aki,lj∗bpr,qs ), àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ Q

false, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.

Íåêà eëåìåíòèòå {aki,lj} è {bpr,qs} íà èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, {aki,lj}] è
B = [P,Q, {bpr,qs}] ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî {0, 1}. Òîãàâà ◦, ∗ ∈ {min,max}. Çà
äâåòå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A è B ìîæå äà ñå äåôèíèðàò ñëåäíèòå îïåðàöèè: ⊕(◦), ⊗(◦),
⊖(◦), êúäåòî ◦, ∗ ∈ {min,max}.
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Ñúáèðàíå
A⊕(◦) B = [K ∪ P,L ∪Q, {ctu,vw}],

êúäåòî

ctu,vw =



aki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P è vw = lj ∈ L;

bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K è vw = qs ∈ Q;

aki,lj ◦ bpr,qs , àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.

Ïî÷ëåííî óìíîæåíèå

A⊗(◦) B = [K ∩ P,L ∩Q, {ctu,vw}],

êúäåòî çà tu = ki = pr ∈ K ∩ P è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

ctu,vw = aki,lj ◦ bpr,qs ,

Óìíîæåíèå

A⊙(◦,∗) B = [K ∩ (P − L), Q ∩ (L− P ), {ctu,vw}],

êúäåòî

ctu,vw =



aki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L− P −Q

bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P − L−K è vw = qs ∈ Q

◦(aki,lj ∗ bpr,qs)
lj=pr∈L∩P

, àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ Q

0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.

Íåêà V å îöåíú÷íà ôóíêöèÿ, êîÿòî íà ñúæäåíèå (ïðåäèêàò) p çàäàâà âÿðíîñòíàòà
ìó ñòîéíîñò âúâ âèäà V (p) = ⟨µ(p), ν(p)⟩. Òàçè äâîéêà ñòîéíîñòè ñå íàðè÷à ÈÐÄ. Çà
âñåêè äâå ÈÐÄ ìîæåì äà äåôèíèðàìå îïåðàöèè ¬, &, ∨ ÷ðåç:

V (¬p) = ⟨µ(p), ν(p)⟩,

V (p ∧ q) = ⟨min(µ(p), µ(q)),max(ν(p), ν(q))⟩,

V (p ∨ q) = ⟨max(µ(p), µ(q)),min(ν(p), ν(q))⟩.

ÈÐÄ V (p) å òàâòîëîãèÿ, àêî µ(p) = 1, ν(p) = 0 è èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòà òàâòîëî-
ãèÿ, àêî µ(p) ≥ ν(p).

Íåêà
e∨ = ⟨0, 1⟩

è
e∧ = ⟨1, 0⟩.
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Íåêà ñà äàäåíè äâå ÈÌ A = [K,L, {aki,lj}] è B = [P,Q, {bpr,qs}], ÷èèòî åëåìåíòè ñà
ÈÐÄ, êúäåòî

aki,lj = ⟨αki,lj , βki,lj⟩,

bpr,qs = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩.

Ñåãà îïåðàöèèòå çà ◦, ∗ ∈ {max,min} ñà:
Ñúáèðàíå

A⊕∨ B = [K ∪ P,L ∪Q, ⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩]

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =



⟨αki,lj , βki,lj⟩, àêî tu = ki ∈ K
è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P
è vw = lj ∈ L

⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

⟨max(αki,lj , γki,lj), àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
min(βpr,qs , δpr,qs)⟩, è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

e∨, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

è

A⊕∧ B = [K ∪ P,L ∪Q, ⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩]

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =



⟨αki,lj , βki,lj⟩, àêî tu = ki ∈ K
è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P
è vw = lj ∈ L

⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

⟨min(αki,lj , γki,lj), àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
max(βpr,qs , δpr,qs)⟩, è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

e∧, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

Ïî÷ëåííî óìíîæåíèå

A⊗(∧) B = [K ∩ P,L ∩Q, ⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩],

êúäåòî

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =


⟨min(αki,lj , γki,lj) àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P

max(βpr,qs , δpr,qs)⟩, è vw = lj = qs ∈ L ∩Q
,

è
A⊗(∨) B = [K ∩ P,L ∩Q, ⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩],
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êúäåòî

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =


⟨max(αki,lj , γki,lj) àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P

min(βpr,qs , δpr,qs)⟩, è vw = lj = qs ∈ L ∩Q
,

Óìíîæåíèå, êúäåòî íàïðèìåð ïðè ◦ = ∨ è ∗ = ∧

A⊙(◦,∗) B = [K ∩ (P − L), Q ∩ (L− P ), ⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩],

êúäåòî

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =



⟨αki,lj , βki,lj⟩, àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L− P

⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, àêî tu = pr ∈ P − L è vw = qs ∈ Q

⟨ max
lj=pr∈L∩P

(min(αki,lj , γki,lj)), àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ Q

min
lj=pr∈L∩P

max(βpr,qs , δpr,qs)⟩,

e∨, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.

Ê. Àòàíàñîâ, Å. Ñîòèðîâà, Â. Áóðåâà è Àíòúíè Øåíúí äåôèíèðàò âðåìåâà èíòóè-
öèîíèñòêà ðàçìèòà ÈÌ âúâ âèäà:

A(T ) ≡

l1 l2 . . . ln
k1 ⟨µk1,l1,τ , νk1,l1,τ ⟩ ⟨µk1,l2,τ , νk1,l2,τ ⟩ . . . ⟨µk1,ln,τ , νk1,ln,τ ⟩
k2 ⟨µk2,l1,τ , νk2,l1,τ ⟩ ⟨µk2,l2,τ , νk2,l2,τ ⟩ . . . ⟨µk2,ln,τ , νk2,ln,τ ⟩
...

...
... . . .

...
km ⟨µkm,l1,τ , νkm,l1,τ ⟩ ⟨µkm,l2,τ , νkm,l2,τ ⟩ . . . ⟨µkm,ln,τ , νkm,ln,τ ⟩

êúäåòî çà âñÿêî τ ∈ T , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n : µki,lj ,τ , νki,lj ,τ , µki,lj ,τ + νki,lj ,τ ∈ [0, 1]. Òóê
T å âðåìåíà ñêàëà, à τ e íåèí åëåìåíò, ò.å. ìîìåíò âúâ âðåìåòî.

Ïðåç 2014 Ê. Àòàíàñîâ äàâà äåôèíèöèÿ çà Ðàçøèðåíà èíòóèöèîíèñòêà ðàçìèòà
ÈÌ. Ñúùî òàêà âúâåæäà ïîíÿòèåòî çà ÈÌ, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ôóíêöèè.

Íåêà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè èçïîëçâàíè ôóíêöèè ñ F .
Èçñëåäâàíåòî íà ÈÌ ñ ôóíêöèîíàëåí òèï åëåìåíòè èìà äâà ñëó÷àÿ:

1) âñÿêà ôóíêöèÿ îò ìíîæåñòâîòî F èìà åäèí àðãóìåíò è òîé å òî÷íî x (ò.å. íå å
âúçìîæíî åäíà îò ôóíêöèèòå äà èìà àðãóìåíò x è äðóãà ôóíêöèÿ äà èìà àðãóìåíò y)
� íåêà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò òåçè ôóíêöèè ñ F1

x .
2) Âñÿêà ôóíêöèÿ îò ìíîæåñòâî F èìà åäèí àðãóìåíò, íî òîçè àðãóìåíò ìîæå äà áúäå
ðàçëè÷åí çà ðàçëè÷íèòå ôóíêöèè èëè ðàçëè÷íèòå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâîòî F ìîæå
äà èìàò ðàçëè÷åí áðîé àðãóìåíòè.

ÈÌ, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ôóíêöèè ùå íàðè÷àìå îáåêòà

[K,L, fki,lj ] ≡

l1 l2 . . . ln
k1 fk1,l1 fk1,l2 . . . fk1,ln
k2 fk2,l1 fk2,l2 . . . fk2,ln
...

...
... . . .

...
km fkm,l1 fkm,l2 . . . fkm,ln

,

êúäåòî K = {k1, k2, ..., km}, L = {l1, l2, ..., ln}, è çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n: fki,lj ∈ F1
x .
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Íåêà ñà äàäåíè äâå ÈÌ A = [K,L, {fki,lj}] è B = [P,Q, {gpr,qs}] , ÷èèòî åëåìåíòè ñà
ôóíêöèè. Îïåðàöèèòå íàä òÿõ èìàò ñëåäíèÿ âèä:

Ñúáèðàíå
A⊕(◦) B = [K ∪ P,L ∪Q, {htu,vw}],

êúäåòî

htu,vw =



fki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P è vw = lj ∈ L;

gpr,qs , àêî tu = pr ∈ P è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K è vw = qs ∈ Q;

fki,lj ◦ gpr,qs , àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

⊥, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

,

êúäåòî ⊥ îçíà÷àâà ëèïñà íà îïåðàöèÿ íà îïðåäåëåíî ìÿñòî è ◦ ∈ {+,×,max,min, . . . }.
Ïî÷ëåííî óìíîæåíèå

A⊗(◦) B = [K ∩ P,L ∩Q, {htu,vw}],

êúäåòî çà tu = ki = pr ∈ K ∩ P è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

htu,vw = fki,lj ◦ gpr,qs ,

Óìíîæåíèå

A⊙(◦,∗) B = [K ∩ (P − L), Q ∩ (L− P ), {htu,vw}],

êúäåòî

htu,vw =



gki,lj , àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ L− P −Q

gpr,qs , àêî tu = pr ∈ P − L−K è vw = qs ∈ Q

◦
lj=pr∈L∩P

(aki,lj ∗ bpr,qs), àêî tu = ki ∈ K è vw = lj ∈ Q

⊥, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

,

êúäåòî ◦ ∈ {(+,×), (max,min), (min,max), . . . }.
Ê. Àòàíàñîâ è Òàíÿ Ïåí÷åâà äàâàò äåôèíèöèÿ çà Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå âúðõó

ÈÌ, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ÈÐÄ.
Íåêà ñà äàäåíè äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, aki,lj ] è B = [P,Q, bpr,qs ], êúäåòî
aki,lj and bpr,qs ñà ÈÐÄ èëè ðåàëíè ÷èñëà.

Ïúðâèÿò âèä Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå å ñëåäíèÿò:

A×C B = [K × P,L×Q, c⟨ki,pr⟩,⟨lj ,qs⟩],

êúäåòî

c⟨⟨ki,pr⟩,⟨lj ,qs⟩⟩ = ⟨aki,lj , bpr,qs⟩

12



è îïåðàöèÿòà × ìåæäó K è P, è ìåæäó L è Q å ñòàíäàðòíîòî Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
íà ìíîæåñòâà.
Íåêà çà òðè åëåìåíòè a, b, c ∈ X ñà âåðíè ñëåäíèòå ðàâåíñòâà
⟨⟨a, b⟩, c⟩ = ⟨a, b, c⟩ = ⟨a, ⟨b, c⟩⟩.

Êîãàòî ÈÌ A è B èìàò çà åëåìåíòè ÈÐÄ, òîãàâà åëåìåíòèòå íà ÈÌ A ×C B ùå
èìàò âèäà

c⟨⟨ki,pr⟩,⟨lj ,qs⟩⟩ = ⟨aki,lj , bpr,qs⟩ = ⟨⟨µki,lj , νki,lsj⟩, ⟨φpr,qs , ψpr,qs⟩⟩,

ò.å., äâîéêà îò ÈÐÄ.
Íåêà (◦, ∗) ∈ {(max,min), (min,max), (+, .), (.,+), (@,@)} è íåêà çà äâå èíòóèöèî-

íèñòêè ðàçìèòè äâîéêè ⟨a, b⟩, ⟨c, d⟩:

⟨a, b⟩(◦, ∗)⟨c, d⟩ = ⟨a ◦ c, b ∗ d⟩.

Âòîðèÿò âèä Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå å ñëåäíîòî

A×(◦,∗) B = [K × P,L×Q, c⟨⟨ki,pr⟩,⟨lj ,qs⟩⟩],

êúäåòî
c⟨⟨ki,pr⟩,⟨lj ,qs⟩⟩ = (◦, ∗)⟨aki,lj , bpr,qs⟩

è çà ïðîìåíëèâèòå t, u, v, w, â íÿêîè ñëó÷àè (íàïð. êîíþíêöèÿ èëè äèçþíêöèÿ)

(◦, ∗)⟨⟨t, u⟩, ⟨v, w⟩⟩ = ⟨◦(t, v), ∗(u,w)⟩

è â äðóãè (íàïð. èìïëèêàöèÿ)

(◦, ∗)⟨⟨t, u⟩, ⟨v, w⟩⟩ = ⟨◦(u, v), ∗(t, w)⟩

ïî îòíîøåíèå íà âèäà íà îïåðàöèÿòà, êîÿòî äâîéêàòà (◦, ∗) ïðåäñòàâëÿâà. Òîãàâà, êî-
ãàòî

aki,lj = ⟨µki,lj , νki,lsj⟩,

bpr,qs = ⟨φpr,qs , ψpr,qs⟩,

êàêòî ïî-ãîðå, â íÿêîè ñëó÷àè (ò.å. êîíþíêöèÿ èëè äèçþíêöèÿ) èìàìå

c⟨⟨ki,pr⟩,⟨lj ,qs⟩⟩ = ⟨◦(µki,lj , φpr,qs), ∗(νki,lsj, ψpr,qs)⟩

à â äðóãè (íàïð. èìïëèêàöèÿ)

c⟨⟨ki,pr⟩,⟨lj ,qs⟩⟩ = ⟨◦(νki,lj , ψpr,qs), ∗(µki,lsj, φpr,qs)⟩.

Ñúùî òàêà å äàäåíà äåôèíèöèÿ çà ðàçøèðåíà èíòóèöèîíèñòêà ðàçìèòà ÈÌ. Òàì
ñà äàäåíè äåôèíèöèè çà îïåðàöèè âúðõó äâå ðàçøèðåíè èíäåêñèðàíè ìàòðèöè, ÷è-
èòî åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, ñúùî òàêà ñà äàäåíè äåôèíèöèè
çà àãðåãàöèè è îïåðàòîðè. Çà äâå A = [K∗, L∗, ⟨µki,lj , νki,lj⟩]B = [P ∗, Q∗, ⟨ρpr,qs , σpr,qs⟩],
÷èèòî åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, ìîæå äà äåôèíèðàìå ìàòðè÷íè
îïåðàöèè ⊕(max,min), ⊕(min,max), ⊗(max,min), ⊗(min,max), ⊙(◦,∗) àíàëîãè÷íî íà èíäåêñèðàíèòå
ìàòðèöè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè:
Ñúáèðàíå-(max,min)

A⊕(max,min) B = [T ∗, V ∗, {⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩}],
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êúäåòî
T ∗ = K∗ ∪ P ∗ = {⟨tu, αt

u, β
t
u⟩|tu ∈ K ∪ P},

V ∗ = L∗ ∪Q∗ = {⟨vw, αv
w, β

v
w⟩|vw ∈ L ∪Q},

αt
u =


αk
i , àêî tu ∈ K − P
αp
r , àêî tu ∈ P −K

max(αk
i , α

p
r), àêî tu ∈ K ∩ P

,

βv
w =


βl
j, àêî vw ∈ L−Q
βq
s , àêî vw ∈ Q− L

min(βl
j, β

q
s), àêî vw ∈ L ∩Q

,

è

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =



⟨µki,lj , νki,lj⟩, àêî tu = ki ∈ K
è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P
è vw = lj ∈ L

⟨ρpr,qs , σpr,qs⟩, àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

⟨max(µki,lj , ρki,lj), àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
min(νpr,qs , σpr,qs)⟩, è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

⟨1, 0⟩, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

Ñúáèðàíå-(min,max)

A⊕(min,max) B = [T ∗, V ∗, {⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩}],

êúäåòî
T ∗ = K∗ ∪ P ∗ = {⟨tu, αt

u, β
t
u⟩|tu ∈ K ∪ P},

V ∗ = L∗ ∪Q∗ = {⟨vw, αv
w, β

v
w⟩|vw ∈ L ∪Q},

αt
u =


αk
i , àêî tu ∈ K − P
αp
r , àêî tu ∈ P −K

max(αk
i , α

p
r), àêî tu ∈ K ∩ P

,

βv
w =


βl
j, àêî vw ∈ L−Q
βq
s , àêî vw ∈ Q− L

min(βl
j, β

q
s), àêî vw ∈ L ∩Q

,

è

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =



⟨µki,lj , νki,lj⟩, àêî tu = ki ∈ K
è vw = lj ∈ L−Q
èëè tu = ki ∈ K − P
è vw = lj ∈ L

⟨ρpr,qs , σpr,qs⟩, àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

⟨min(µki,lj , ρki,lj), àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
max(νpr,qs , σpr,qs)⟩, è vw = lj = qs ∈ L ∩Q

⟨1, 0⟩, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,
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Óìíîæåíèå-(max,min)

A⊙(max,min) B = [T ∗, V ∗, {⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩}],

êúäåòî
T ∗ = [K ∩ (P − L)]∗ = {⟨tu, αt

u, β
t
u⟩|tu ∈ K ∩ (P − L)},

V ∗ = (Q ∩ (L− P ))∗ = {⟨vw, αv
w, β

v
w⟩|vw ∈ Q ∩ (L− P )},

αt
u =

{
αk
i , àêî tu ∈ K
αp
r , àêî tu ∈ P − L

,

βv
w =

{
βl
j, àêî vw ∈ L− P
βq
s , àêî vw ∈ Q

,

è

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =



⟨µki,lj , νki,lj⟩, àêî tu = ki ∈ K
è vw = lj ∈ L− P −Q

⟨φpr,qs , ψpr,qs⟩, àêî tu = pr ∈ P − L−K
è vw = qs ∈ Q

⟨ max
lj=pr∈L∩P

min(µki,lj , φki,lj), àêî tu = ki ∈ K

è vw = lj ∈ Q
min

lj=pr∈L∩P
max(νpr,qs , ψpr,qs)⟩,

⟨0, 1⟩, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.

Óìíîæåíèå-(min,max)

A⊙(max,min) B = [T ∗, V ∗, {⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩}],

êúäåòî
T ∗ = (K ∩ (P − L))∗ = {⟨tu, αt

u, β
t
u⟩|tu ∈ K ∩ (P − L)},

V ∗ = (Q ∩ (L− P ))∗ = {⟨vw, αv
w, β

v
w⟩|vw ∈ Q ∩ (L− P )},

αt
u =

{
αk
i , àêî tu ∈ K
αp
r , àêî tu ∈ P − L

,

βv
w =

{
βl
j, àêî vw ∈ L− P
βq
s , àêî vw ∈ Q

è

⟨φtu,vw , ψtu,vw⟩ =



⟨µki,lj , νki,lj⟩, àêî tu = ki ∈ K
è vw = lj ∈ L− P −Q

⟨φpr,qs , ψpr,qs⟩, àêî tu = pr ∈ P − L−K
è vw = qs ∈ Q

⟨ max
lj=pr∈L∩P

(min(µki,lj , φki,lj)), àêî tu = ki ∈ K

è vw = lj ∈ Q
min

lj=pr∈L∩P
max(νpr,qs , ψpr,qs)⟩,

⟨0, 1⟩, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

.
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Ê. Àòàíàñîâ äàâà äåôèíèöèè çà ðàçøèðåíà èíòóèöèîíèñòêà ðàçìèòà ÈÌ ñ èíòåð-
âàëíè ñòîéðîñòè è çà âðåìåâà ðàçøèðåíà èíòóèöèîíèñòêà ðàçìèòà ÈÌ:

A∗(T ) ≡

l1, ⟨αl
1, β

l
1, τ⟩ l2, ⟨αl

2, β
l
2, τ⟩ . . . ln, ⟨αl

n, β
l
n, τ⟩

k1, ⟨αk
1, β

k
1 , τ⟩ ⟨µk1,l1 , νk1,l1 , τ⟩ ⟨µk1,l2 , νk1,l2 , τ⟩ . . . ⟨µk1,ln , νk1,ln , τ⟩

k2, ⟨αk
2, β

k
2 , τ⟩ ⟨µk2,l1 , νk2,l1 , τ⟩ ⟨µk2,l2 , νk2,l2 , τ⟩ . . . ⟨µk2,ln , νk2,ln , τ⟩|τ ∈ T

...
...

... . . .
...

km, ⟨αk
m, β

k
m, τ⟩ ⟨µkm,l1 , νkm,l1 , τ⟩ ⟨µkm,l2 , νkm,l2 , τ⟩ . . . ⟨µkm,ln , νkm,ln , τ⟩

,

êúäåòî çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n :

µki,lj ,τ , νki,lj ,τ , µki,lj ,τ + νki,lj ,τ ∈ [0, 1],

αk
i,τ , β

k
i,τ , α

k
i,τ + βk

i,τ ∈ [0, 1],

αl
j,τ , β

l
j,τ , α

l
j,τ + βl

j,τ ∈ [0, 1],

êúäåòî

K∗ = {⟨ki, αk
i,τ , β

k
i,τ ⟩|ki ∈ K&τ ∈ T } = {⟨ki, αk

i,τ , β
k
i,τ ⟩|1 ≤ i ≤ m&τ ∈ T },

L∗ = {⟨lj, αl
j,τ , β

l
j,τ ⟩|lj ∈ L&τ ∈ T } = {⟨lj, αl

j,τ , β
l
j,τ ⟩|1 ≤ j ≤ n&τ ∈ T }.

Ñúùî òàêà Ê. Àòàíàñîâ äàâà äåôèíèöèÿ çà òðèìåðíà ÈÌ:

[K,L,H, aki,lj ,hg ] =



l1 l2 . . . ln
k1 ak1,l1,hg ak1,l2,hg . . . ak1,ln,hg

k2 ak2,l1,hg ak2,l2,hg . . . ak2,ln,hg

...
...

... . . .
...

km akm,l1,hg akm,l2,hg . . . akm,ln,hg

|hg ∈ H


,

êúäåòî
K = k1, k2, ..., km, L = l1, l2, ..., ln, H = h1, h2, ..., hf

è çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ g ≤ µ : aki,lj ,hg ∈ X .
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0.1 Ãëàâà 2. Íîâè ðåçóëòàòè â òåîðèÿòà íà èíäåêñè-

ðàíèòå ìàòðèöè

0.1.1 Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðè-

öè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ðåàëíè ÷èñëà

Íåêà ñà äàäåíè äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, aki,lj ] è B = [P,Q, bpr,qs ], ÷èèòî
åëåìåíòè ñà ðåàëíè ÷èñëà è e◦ e eäèíè÷íèÿò åëåìåíò íà R. Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ,
êîãàòî åëåìåíòèòå íà èíäåêñèðàíèòå ìàòðèöè ñà ðåàëíè ÷èñëà è ◦ ∈ {+,−}, êúäåòî e◦
å �0� è êîãàòî ◦ ∈ {×, :}, òîãàâà e◦ å �1�.

Ùå îïðåäåëèì óñëîâèåòî çà ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

A⊕(◦) X = B, (1)

A⊗(◦) X = B, (2)

A⊖X = B, (3)

è ùå ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà X ñ ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí áðîé ðåäîâå è
êîëîíè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ðåàëíè ÷èñëà.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñúáè-
ðàíå.

Íåêà îçíà÷èì ñ X = [Y, Z, ctu,vw ]. Êîãàòî òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèå (1), âèæäàìå, ÷å
àêî K − P ̸= ∅, ò.å. êîãàòî k ∈ K − P , òîãàâà k ∈ (K ∪ Y ) − P , êîåòî å íåâúçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëíî åäíî îò óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèÿ íà (1) å K ⊆ P . Ïî
àíàëîãèÿ, âòîðîòî óñëîâèå ùå áúäå: L ⊆ Q.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñúáè-
ðàíå è ïîäîïåðàöèÿ ñúáèðàíå. Çà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèå (1)

èìàìå
X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊕(−) A = [P,Q, {ctu,vw}]

è

ctu,vw =



bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

bpr,qs − aki,lj àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
è vu = lj = qs ∈ L ∩Q

e◦, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

Òîãàâà,
A⊕(+) X = [P,Q, {bpr,qs}] = B.
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Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñú-
áèðàíå è ïîäîïåðàöèÿ èçâàæäàíå. Ïðîâåðêàòà íà âàëèäíîñòòà íà òîâà ðåøåíèå,
êîãàòî ïîäîïåðàöèÿòà å �− å ñëåäíàòà:

X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊕(+) A = [P,Q, {ctu,vw}]

è

ctu,vw =



bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

aki,lj − bpr,qs àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
and vu = lj = qs ∈ L ∩Q

e◦, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

Òîãàâà,
A⊕(−) X = [P,Q, {bpr,qs}] = B.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñúáè-
ðàíå è ïîäîïåðàöèÿ óìíîæåíèå. Ïðîâåðêàòà íà âàëèäíîñòòà íà òîâà ðåøåíèå,
êîãàòî ïîäîïåðàöèÿòà å �×�, ñëåäíàòà:

X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊕(:) A = [P,Q, {ctu,vw}],

êúäåòî äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå å, ÷å çà âñÿêî ki ∈ K è
lj ∈ L:

aki,lj ̸= 0

è

ctu,vw =



bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

bpr,qs : aki,lj àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
and vu = lj = qs ∈ L ∩Q

e◦, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

Òîãàâà,
A⊕(×) X = [P,Q, {bpr,qs}] = B.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñúáè-
ðàíå è ïîäîïåðàöèÿ äåëåíèå. Ñåãà, èìàìå ðåøåíèåòî

X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊕(×) A = [P,Q, {ctu,vw}],

êúäåòî äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå å, ÷å çà âñÿêî pr ∈ P è
qs ∈ Q:

bpr,qs ̸= 0
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è

ctu,vw =



bpr,qs , àêî tu = pr ∈ P
è vw = qs ∈ Q− L
èëè tu = pr ∈ P −K
è vw = qs ∈ Q

aki,lj : bpr,qs àêî tu = ki = pr ∈ K ∩ P
è vu = lj = qs ∈ L ∩Q

e◦, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

Òîãàâà,
A⊕(:) X = [P,Q, {bpr,qs}] = B.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ ïî÷ëåííî óì-
íîæåíèå.

Àêî P ∩K = 0 èëè Q∩L = 0, èëè àêî K ⊂ P , ò.å. K ̸= P èëè L ⊂ Q, ò.å. L ̸= Q, òîãàâà
óðàâíåíèåòî

A⊗(◦) X = B

íÿìà ðåøåíèå.
Ñëåäîâàòåëíî óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà (2) å P ⊆ K è Q ⊆ L.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ïî÷-
ëåííî óìíîæåíèå è ïîäîïåðàöèÿ ñúáèðàíå. Àêî ïîäîïåðàöèÿòà å �+�, èìàìå

X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊗(−) A = [P,Q, {ctu,vw}],

êúäåòî
ctu,vw = bpr,qs − aki,lj

çà tu = ki = pr ∈ P è vw = lj = qs ∈ Q.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ïî÷-
ëåííî óìíîæåíèå è ïîäîïåðàöèÿ èçâàæäàíå. Àêî ïîäîïåðàöèÿòà å �−�, èìàìå

X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊗(+) A = [P,Q, {ctu,vw}],

êúäåòî
ctu,vw = aki,lj − bpr,qs

çà tu = ki = pr ∈ P è vw = lj = qs ∈ Q.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ïî÷-
ëåííî óìíîæåíèå è ïîäîïåðàöèÿ óìíîæåíèå. Àêî ïîäîïåðàöèÿòà å �×�, èìàìå

X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊗(:) A = [P ∩K,Q ∩ L, {ctu,vw}],

êúäåòî äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå å, ÷å çà ki ∈ P è lj ∈ Q:

aki,lj ̸= 0

è
ctu,vw = bpr,qs : aki,lj

çà tu = ki = pr ∈ P è vw = lj = qs ∈ Q.
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Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ïî÷-
ëåííî óìíîæåíèå è ïîäîïåðàöèÿ äåëåíèå. Àêî ïîäîïåðàöèÿòà å � :�, èìàìå

X = [Y, Z, {ctu,vw}] = B ⊗(×) A = [P ∩K,Q ∩ L, {ctu,vw}],

êúäåòî äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå å, ÷å çà pr ∈ P è qs ∈ Q:

bpr,qs ̸= 0

è
ctu,vw = aki,lj : bpr,qs

çà tu = ki = pr ∈ K ∩ P è vw = lj = qs ∈ L ∩Q.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ èç-
âàæäàíå.

Â òîçè ñëó÷àé âèæäàìå, ÷å èíäåêñèðàíèòå ìàòðèöè A and B òðÿáâà äà îòãîâàðÿò íà
óñëîâèÿòà P ⊆ K,Q ⊆ L.

Àêî K = P èëè L = Q, òîãàâà

A⊖X = B

èìà ðåøåíèåòî
X = [∅, ∅, {∗}],

êúäåòî ñèìâîëúò �∗� îçíà÷àâà ëèïñà íà åëåìåíòè.
Êîãàòî P ⊂ K, ò.å., P ̸= K è Q ⊂ L, i.e., Q ̸= L, òîãàâà óðàâíåíèå (3)

X = [K − P,L−Q, {ctu,vw}]

èìà ðåøåíèå êúäåòî çà âñåêè tu ∈ K − P and vw ∈ L−Q, ctu,vw ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè
÷èñëà.

0.1.2 Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðè-

öè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè.

Íåêà ñà äàäåíè äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, {aki,lj}] and B = [P,Q, {bpr,qs}],
÷èèòî åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, êúäåòî

aki,lj = ⟨αki,lj , βki,lj⟩,
bpr,qs = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩.

Ùå îïðåäåëèì óñëîâèåòî çà ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ

A⊕(◦) X = B, (4)

A⊗(◦) X = B, (5)

A⊖X = B, (6)

è ùå ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà X ñ ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí áðîé ðåäîâå è
êîëîíè â ñëó÷àÿ, êîãàòî åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè. Âñÿêà èíòóè-
öèîíèñòêè ðàçìèòà äâîéêà èìà ôîðìàòà ⟨a, b⟩, êúäåòî a, b ∈ [0, 1] è a + b ≤ 1. Çà äâå
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èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè ðàçëè÷íè ðåëàöèè è îïåðàöèè ñà îïèñàíè, íî òóê íèå
ùå èçïîëçâà ñàìî ñëåäíîòî:

⟨a, b⟩ ≤ ⟨c, d⟩ àêî a ≤ c è b ≥ d,

⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩ àêî a = c è b = d,

⟨a, b⟩ ∧ ⟨c, d⟩ = ⟨min(a, c),max(b, d)⟩,

⟨a, b⟩ ∨ ⟨c, d⟩ = ⟨max(a, c),min(b, d)⟩.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñúáè-
ðàíå.

Íåêà îçíà÷èì ñ
X = [Y, Z, {yuv ,wt , zuv ,wt}].

Íåêà
aki,lj = ⟨αki,lj , βki,lj⟩,

bpr,qs = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩

è
e∨ = ⟨0, 1⟩,

e∧ = ⟨1, 0⟩.

êîãàòî òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèå (4), âèæäàìå, ÷å àêî K − P ̸= ∅, ò.å., êîãàòî
k ∈ K − P , òîãàâà k ∈ (K ∪ Y ) − P , êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî åäíî îò
óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèÿ íà (4) å K ⊆ P . Ïî àíàëîãèÿ, âòîðîòî óñëîâèå
ùå áúäå: L ⊆ Q.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ⊕∧.
Êîãàòî îïåðàöèÿ ◦ å îïåðàöèÿ ∧, òîãàâà òðåòîòî óñëîâèå å ñëåäíîòî:

(∀ki = pr ∈ K)(∀lj = qs ∈ L)(⟨αki,lj , βki,lj⟩) ≥ ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩. (7)

Íåêà ïðèåìåì ïî-äîëó, ÷å òåçè òðè óñëîâèÿ ñà âàëèäíè. Ñåãà ùå òúðñèì ìèíèìàë-
íîòî è ìàêñèìàëíîòî ðåøåíèå íà (4), çà ñëó÷àÿ, êîãàòî îïåðàöèÿ ◦ å îïåðàöèÿ ∧.

Çà ìàêñèìàëíîòî ðåøåíèå èìàìå:

X = [P,Q, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}],

êúäåòî
(∀pr ∈ P )(∀qs ∈ Q)(⟨ypr,qs , zpr,qs⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩. (8)

Ïðîâåðêàòà íà âàëèäíîñòòà íà òîâà ðåøåíèå å ñëåäíàòà:

A⊕∧ X = [K ∪ Y, L ∪ Z, {⟨εη,θ, ζη,θ⟩}]

(îò K ∪ Y = K ∪ P = P è L ∪ Z = L ∪Q = Q)

A⊕∧ X = [P,Q, {⟨εη,θ, ζη,θ⟩}],
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êúäåòî îò (8):

⟨εη,θ, ζη,θ⟩ =



⟨αki,lj , βki,lj⟩, àêî uv = ki ∈ K
è wt = lj ∈ L−Q
èëè ηθ = ki ∈ K − Y
è ηθ = lj ∈ L

⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, àêî ηθ = pr ∈ K
è ηθ = qs ∈ Z − L
èëè ηθ = pr ∈ Y −K
è ηθ = qs ∈ Z

⟨αki,lj , βki,lj⟩ àêî ηθ = ki = pr ∈ K ∩ Y
∧⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, è ηθ = lj = qs ∈ L ∩ Z

⟨1, 0⟩, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

(îò K ⊆ Y è L ⊆ Z)

⟨εη,θ, ζη,θ⟩ =



⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, àêî ηθ = pr ∈ K
è ηθ = qs ∈ Z − L
èëè ηθ = pr ∈ Y −K
è ηθ = qs ∈ Z

⟨αki,lj , βki,lj⟩ àêî ηθ = ki = pr ∈ K ∩ Y
∧⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, è ηθ = lj = qs ∈ L ∩ Z

,

(îò (7))
⟨εη,θ, ζη,θ⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩.

Òîãàâà,
A⊕◦ X = [P,Q, {⟨γpr,qs , δpr,qs⟩}] = B.

Çà ìèíèìàëíîòî ðåøåíèå íà (4) èìà òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: àêî L = Q è àêî

(∃C : ∅ ≠ C ⊆ K)(∀ki ∈ C)(∀lj ∈ L)(⟨αki,lj , βki,lj⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩).

Òîãàâà
X = [P − C,Q, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}],

êàêòî ïî-ãîðå
(∀pr ∈ P )(∀qs ∈ Q)(⟨ypr,qs , zpr,qs⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩.

Ñëó÷àé 2: àêî K = P è àêî

(∃D : ∅ ≠ D ⊆ L)(∀lj ∈ D)(∀ki ∈ K)(⟨αki,lj , βki,lj⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩).

Òîãàâà
X = [P,Q−D, {⟨γpr,qs , δpr,qs⟩}].

Ñëó÷àé 3: àêî K = P è L = Q è àêî

(∃C : ∅ ≠ C ⊆ K)(∀ki ∈ C)(∀lj ∈ L)(⟨αki,lj , βki,lj⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩)

& (∃D : ∅ ≠ D ⊆ L)(∀lj ∈ D)(∀ki ∈ K)(⟨αki,lj , βki,lj⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩).
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Òîãàâà
X = [P − C,Q−D, {⟨γpr,qs , δpr,qs⟩}].

Ùå ïðîâåðèì âàëèäíîñòòà íà òðåòèÿ ñëó÷àé, òúé êàòî ïðîâåðêèòå íà ïúðâèòe äâà
ñà ïîäîáíè.

A⊕∧ X = [P − C,Q−D, {⟨εη,θ, ζη,θ⟩}],

êúäåòî îò (8):

⟨εη,θ, ζη,θ⟩ =



⟨αki,lj , βki,lj⟩, àêî uv = ki ∈ K
è wt = lj ∈ L− (Q−D)
èëè ηθ = ki ∈ K − (P − C)
è ηθ = lj ∈ L

⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, àêî ηθ = pr ∈ P − C
è ηθ = qs ∈ (Q−D)− L
èëè ηθ = pr ∈ (P − C)−K
è ηθ = qs ∈ Q−D

⟨αki,lj , βki,lj⟩ àêî ηθ = ki = pr ∈ K ∩ (P − C)
∧⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, è ηθ = lj = qs ∈ L ∩ (Q−D)

e◦, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

,

(îò K − (P − C) = ∅ è L− (Q−D) = ∅)

⟨εη,θ, ζη,θ⟩ =



⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, àêî ηθ = pr ∈ P − C
è ηθ = qs ∈ (Q−D)− L
èëè ηθ = pr ∈ (P − C)−K
è ηθ = qs ∈ Q−D

⟨αki,lj , βki,lj⟩ àêî ηθ = ki = pr ∈ K ∩ (P − C)
∧⟨γpr,qs , δpr,qs⟩, è ηθ = lj = qs ∈ L ∩ (Q−D)

,

(îò (7))
⟨εη,θ, ζη,θ⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩.

Òîãàâà,
A⊕◦ X = [P − C,Q−D, {⟨γpr,qs , δpr,qs⟩}] = B.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ⊕∨.
Êîãàòî îïåðàöèÿ ◦ å îïåðàöèÿ ∨, òîãàâà òðåòîòî óñëîâèå å ñëåäíîòî:

(∀ki = pr ∈ K)(∀lj = qs ∈ L)(⟨αki,lj , βki,lj⟩) ≤ ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩. (9)

Àêî ïðèåìåì, ÷å òåçè òðè óñëîâèÿ ñà âàëèäíè, òîãàâà ùå âèäèì, ÷å ìàêñèìàëíîòî
ðåøåíèå èìà ñúùàòà ôîðìà, êàêòî ïî-ãîðå:

X = [P,Q, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}],

êúäåòî
(∀pr ∈ P )(∀qs ∈ Q)(⟨ypr,qs , zpr,qs⟩ = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩.

Ñúùîòî âàæè è çà ìèíèìàëíèòå ðåøåíèÿ íà (4), òàêà êàêòî è ïðîâåðêèòå.
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Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ïî÷-
ëåííî óìíîæåíèå.

Êîãàòî òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèå (5), âèæäàìå, ÷å àêî P − K ̸= ∅, ò.å., êîãàòî k ∈
P −K, òîãàâà k ̸∈ (K ∩ Y ) = P , êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî åäíî îò óñëîâèÿòà
çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèÿ íà (5) å P ⊆ K. Ïî àíàëîãèÿ, âòîðîòî óñëîâèå ùå áúäå:
Q ⊆ L.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ⊗∧.
Êîãàòî îïåðàöèÿ ◦ å îïåðàöèÿ ∧, òîãàâà òðåòîòî óñëîâèå å: íåðàâåíñòâàòà îò (7) äà ñà
âàëèäíè. Ïî ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî ïî-ãîðå, âèæäàìå, ÷å ðåøåíèåòî å

X = [P,Q, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}]

è åëåìåíòèòå ìó óäîâëåòâîðÿâàò (8).
Âàæíî â òîçè ñëó÷àé å, ÷å èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà X , ÷èèòî åëåìåíòè ñà èíòóèöè-

îíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, å óíèêàëíî (ìèíèìàëíî) ðåøåíèå è çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà
C and D, òàêà ÷å C ∩K = ∅, D ∩L = ∅, èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà X, ÷èèòî åëåìåíòè ñà
èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè

X = [P ∪ C,Q ∪D, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}]

å ðåøåíèå íà (5), êîãàòî åëåìåíòèòå ìó ñ èíäåêñè îò ìíîæåñòâàòà P and Q îòãîâàðÿò
íà óñëîâèåòî (8), à äðóãèòå èíäåêñè ñà ïðîèçâîëíè èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè.

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ⊗∨.
Â íàñòîÿùèÿ ñëó÷àé ìèíèìàëíîòî ðåøåíèå å

X = [P,Q, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}]

êúäåòî íåãîâèòå åëåìåíòè îòãîâàðÿò íà óñëîâèå (9).

Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ èç-
âàæäàíå.

Â òîçè ñëó÷àé âèæäàìå îòíîâî, ÷å èíäåêñèðàíèòå ìàòðèöè A and B, ÷èèòî åëåìåíòè
ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, òðÿáâà äà îòãîâàðÿò íà óñëîâèÿòà P ⊆ K,Q ⊆ L.
Ñåãà, (ìèíèìàëíîòî) ðåøåíèå å

X = [K − P,L−Q, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}],

êúäåòî åëåìåíòèòå íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà X ñà ïðîèçâîëíè èíòóèöèîíèñòêè ðàç-
ìèòè äâîéêè.

0.2 Äåòåðìèíàíòà è ïåðìàíåíòà íà èíäåêñèðàíà ìàò-

ðèöà

Íåêà å äàäåíà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà:

A = [K,L, {aki,lj}] =

l1 l2 . . . ln
k1 ak1,l1 ak1,l2 . . . ak1,ln
k2 ak2,l1 ak2,l2 . . . ak2,ln
...

...
... . . .

...
km akm,l1 akm,l2 . . . akm,ln
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êúäåòî K = {k1, k2, ..., km}, L = {l1, l2, ..., ln}, è çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n: aki,lj ∈ R,
êúäåòî R å ìíîæåñòâî íà ðåàëíèòå ÷èñëà. Ïðè m ≤ n ùå èç÷èñëèì äåòåðìèíàíòàòà è
ïåðìàíåíòàòà ïåðìóòèðàéêè ïðîèçâåäåíèåòî íà äèàãîíàëèòå ïî ðåäîâå, à ïðè n ≤ m
ùå èç÷èñëèì äåòåðìèíàíòàòà è ïåðìàíåíòàòà ïåðìóòèðàéêè ïðîèçâåäåíèåòî íà äèà-
ãîíàëèòå ïî êîëîíè. Ñ detr ùå îçíà÷èì äåòåðìèíàíòàòà ïî ðåäîâå, à ñ detc ùå îçíà÷èì
äåòåðìèíàíòàòà ïî êîëîíè. Àíàëîãè÷íî ñ permr ùå îçíà÷èì ïåðìàíåíòàòà ïî ðåäîâå,
à ñ permc ùå îçíà÷èì ïåðìàíåíòàòà ïî êîëîíè.

Äåôèíèöèÿ 1: Äåòåðìèíàíòà ïî ðåä íà ÈÌ

Íåêà m ≤ n è íåêà Vnm(l1, l2, . . . , ln) å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè m-åëåìåíòíè âàðèàöèè
íà l1, l2, . . . , ln. Òîãàâà

detr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

(−1)[s1,...,sm]ak1,s1 . . . akm,sm .

Äåôèíèöèÿ 2: Äåòåðìèíàíòà ïî ñòúëá íà ÈÌ

Íåêà n ≤ m è íåêà Vmn(k1, k2, . . . , km) å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè n-åëåìåíòíè âàðèàöèè
íà k1, k2, . . . , km. Òîãàâà

detc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

(−1)[s1,...,sm]as1,l1 . . . asn,ln .

Äåôèíèöèÿ 3: Ïåðìàíåíòà ïî ðåä íà ÈÌ

Íåêà m ≤ n è íåêà Vnm(l1, l2, . . . , ln) å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè m-åëåìåíòíè âàðèàöèè
íà l1, l2, . . . , ln. Òîãàâà

detr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

ak1,s1 . . . akm,sm .

Äåôèíèöèÿ 4: Ïåðìàíåíòà ïî ñòúëá íà ÈÌ

Íåêà n ≤ m è íåêà Vmn(k1, k2, . . . , km) å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè n-åëåìåíòíè âàðèàöèè
íà k1, k2, . . . , km. Òîãàâà

detc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

as1,l1 . . . asn,ln .

0.2.1 Ñâîéñòâà íà äåòåðìèíàíòà è ïåðìàíåíòà íà èíäåêñèðàíà

ìàòðèöà

Ìîæå äà äåôèíèðàìå ëåìà 1 íà äåòåðìèíàíòàòà è ïåðìàíåíòàòà íà ÈÌ .

Ëåìà 1

Àêî åäèí îò ðåäîâåòå èëè ñòúëáîâåòå íà A ñå ñúñòîè ñàìî îò íóëè, òî

detc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0,
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detr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0,

permc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0,

è

permr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà kx ∈ K, êúäåòî 1 ≤ x ≤ m è íåêà âñè÷êè åëåìåíòè akx,lj = 0. Îò îïðåäåëåíèåòî

çà äåòåðìèíàíòà ñëåäâà, ÷å çà âñåêè ÷ëåí îò ðàçâèòèåòî íà äåòåðìèíàíòà ó÷àñòâà êàòî
ìíîæèòåë åëåìåíò îò ðåäà kx, îòêúäåòî

detc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Àíàëîãè÷íî íåêà ly ∈ L, êúäåòî 1 ≤ y ≤ n è íåêà âñè÷êè åëåìåíòè aki,ly = 0. Îò îïðå-
äåëåíèåòî çà äåòåðìèíàíòà ñëåäâà, ÷å çà âñåêè ÷ëåí îò ðàçâèòèåòî íà äåòåðìèíàíòà
ó÷àñòâà êàòî ìíîæèòåë åëåìåíò îò ðåäà ly, îòêúäåòî

detr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äîêàçâàò ðàâåíñòâàòà çà ïåðìàíåíòà.

Ëåìà 2

Àêî λ ∈ R, òî

detr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

(−1)[s1,...,sm]λak1,s1 · · · × aki,si . . . akm,sm =

λ×
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

(−1)[s1,...,sm]ak1,s1 . . . akm,sm ,

detc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

(−1)[s1,...,sm]λas1,l1 × asj ,ljasn,ln =

λ×
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

(−1)[s1,...,sm]as1,l1 . . . asn,ln ,

permr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

λak1,s1 · · · × aki,si . . . akm,sm =

λ×
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

ak1,s1 . . . akm,sm ,
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permc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

λas1,l1 × asj ,ljasn,ln =

λ×
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

as1,l1 . . . asn,ln .

Ëåìà 3

Íåêà kx, ky ∈ K, êúäåòî 1 ≤ x ≤ m, 1 ≤ y ≤ m è x ̸= y. Ñúùî òàêà å èçïúëíåíî, ÷å
akx,l1 = aky ,l1 , akx,l2 = aky ,l2 , ..., akx,lj = aky ,lj , ... akx,ln = aky ,ln çà 1 ≤ x ≤ m, 1 ≤ y ≤ m,
1 ≤ j ≤ n, òî

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0

è

perm
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà x < y. Íà âñåêè ÷ëåí ak1,s1 . . . akx,sxaky ,sy . . . akm,sm îò ðàçâèòèåòî íà äåòåð-

ìèíàíòàòà äà ñúïîñòàâèì ÷ëåíà ak1,s1 . . . aky ,syakx,sx . . . akm,sm . Ïúðâèÿò îò òÿõ ó÷àñòâà
ñúñ çíàê (−1)[k1,...kx,ky ...km], à âòîðèÿò ñúñ çíàê (−1)[k1,...ky ,kx...km]. Ñïîðåä Ëåìà çà ïåð-
ìóòàöèèòå, êîÿòî ãëàñè, ÷å àêî åäíà ïåðìóòàöèÿ ñå ïîëó÷àâà îò äðóãà ñ ïîìîùòà íà
òðàíñïîçèöèÿ, òî äâåòå ïåðìóòàöèè ñà ñ ðàçëè÷íà ÷åòíîñò, òåçè çíàöè ñà ïðîòèâîïî-
ëîæíè. Îñâåí òîâà, îò akx,lj = aky ,lj çà 1 ≤ j ≤ n ñëåäâà, ÷å òåçè äâà ÷ëåíà ñà ðàâíè ïî
àáñîëþòíà ñòîéíîñò. Òàêà âñè÷êè ÷ëåíîâå â ðàçâèòèåòî íà äåòåðìèíàíòàòà ñå ðàçáèâàò
íà äâîéêè ñúñ ñóìà, ðàâíà íà íóëà è ñëåäîâàòåëíî

detc
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A).

Àíàëîãè÷íî íåêà lx, ly ∈ L, êúäåòî 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ n è x ̸= y. Ñúùî òàêà å
èçïúëíåíî, ÷å ak1,lx = ak1,ly , ak2,lx = ak2,ly , ..., aki,lx = aki,ly , ... akm,lx = akm,ly çà 1 ≤ x ≤
n, 1 ≤ y ≤ n, 1 ≤ i ≤ m, òî

detr
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Íåêà x < y. Íà âñåêè ÷ëåí ak1,s1 . . . akx,sxaky ,sy . . . akm,sm îò ðàçâèòèåòî íà äåòåð-
ìèíàíòàòà äà ñúïîñòàâèì ÷ëåíà ak1,s1 . . . aky ,syakx,sx . . . akm,sm . Ïúðâèÿò îò òÿõ ó÷àñòâà
ñúñ çíàê (−1)[k1,...kx,ky ...km], à âòîðèÿò ñúñ çíàê (−1)[k1,...ky ,kx...km]. Ñïîðåä Ëåìà çà ïåð-
ìóòàöèèòå, êîÿòî ãëàñè, ÷å àêî åäíà ïåðìóòàöèÿ ñå ïîëó÷àâà îò äðóãà ñ ïîìîùòà íà
òðàíñïîçèöèÿ, òî äâåòå ïåðìóòàöèè ñà ñ ðàçëè÷íà ÷åòíîñò, òåçè çíàöè ñà ïðîòèâîïî-
ëîæíè. Îñâåí òîâà, îò akx,lj = aky ,lj çà 1 ≤ j ≤ n ñëåäâà, ÷å òåçè äâà ÷ëåíà ñà ðàâíè ïî
àáñîëþòíà ñòîéíîñò. Òàêà âñè÷êè ÷ëåíîâå â ðàçâèòèåòî íà äåòåðìèíàíòàòà ñå ðàçáèâàò
íà äâîéêè ñúñ ñóìà, ðàâíà íà íóëà è ñëåäîâàòåëíî

det ⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äîêàçâà ðàâåíñòâîòî çà ïåðìàíåíòà.
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Ëåìà 4

Àêî λ ∈ R è íåêà kx, ky ∈ K, êúäåòî 1 ≤ x ≤ m, 1 ≤ y ≤ m è x ̸= y. Ñúùî òàêà å
èçïúëíåíî, ÷å akx,l1 = λ×aky ,l1 , akx,l2 = λ×aky ,l2 , ..., akx,lj = λ×aky ,lj , ... akx,ln = λ×aky ,ln
çà 1 ≤ x ≤ m, 1 ≤ y ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, òî

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0

è

perm
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà x < y. Îò Ëåìà 2 è 3 èìàìå

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

(−1)[s1,...,sm]ak1,s1 . . . akx,sx . . . λ× akx,sx . . . akm,sm

=

λ×
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

(−1)[s1,...,sm]ak1,s1 . . . akm,sm = λ× 0 = 0.

Àíàëîãè÷íî àêî λ ∈ R è íåêà lx, ly ∈ L, êúäåòî 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ n è x ̸= y. Ñúùî
òàêà å èçïúëíåíî, ÷å ak1,lx = λ × ak1,ly , ak2,lx = λ × ak2,ly , ..., aki,lx = λ × aki,ly , ... akm,lx

= λ× akm,ly çà 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ n, 1 ≤ i ≤ m, òî

det ⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) = 0.

Íåêà x < y. Îò Ëåìà 2 è 3 èìàìå

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

(−1)[s1,...,sm]as1,l1 . . . asx,lx . . . λ× asx,lx . . . asn,ln =

λ×
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

(−1)[s1,...,sm]as1,l1 . . . asn,ln = λ× 0 = 0.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äîêàçâà ðàâåíñòâîòî çà ïåðìàíåíòà.

Ëåìà 5

Àêî λ ∈ R è íåêà kx, ky ∈ K, êúäåòî 1 ≤ x ≤ m, 1 ≤ y ≤ m è x ̸= y. Ñúùî òàêà å
èçïúëíåíî, ÷å akx,l1 = akx,l1+(λ×aky ,l1), akx,l2 = akx,l2+(λ×aky ,l2), ..., akx,lj = akx,lj +(λ×
aky ,lj), ... akx,ln = akx,ln+(λ×aky ,ln) çà 1≤ x ≤m, 1≤ y ≤m, 1≤ j ≤ n, òî äåòåðìèíàíòàòà
íå ñå ïðîìåíÿ. Ïî-îáùî, àêî êúì äàäåí ðåä ïðèáàâèì ïðîèçâîëíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà îñòàíàëèòå ðåäîâå, äåòåðìèíàíòàòà íå ñå ïðîìåíÿ.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x < y.
Îò Ëåìà 4 èìàìå

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V m
n (l1,...,ln)

(−1)[s1,...,sm]ak1,s1 . . . akx,sx . . . akm,sm
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+

∑
[s1,...,sm]∈V m

n (l1,...,ln)

(−1)[s1,...,sm]ak1,s1 . . . λ× aky ,sy . . . akm,sm

=

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) + 0

=

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A).

Àíàëîãè÷íî àêî λ ∈ R è íåêà lx, ly ∈ L, êúäåòî 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ n è x ̸= y. Ñúùî
òàêà å èçïúëíåíî, ÷å ak1,lx = ak1,lx + (λ × ak1,ly), ak2,lx = ak2,lx + (λ × ak2,ly), ..., aki,lx =
aki,lx + (λ× aki,ly), ... akm,lx = akm,lx + (λ× akm,ly) çà 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ n, 1 ≤ i ≤ m, òî
äåòåðìèíàíòàòà íå ñå ïðîìåíÿ. Ïî-îáùî, àêî êúì äàäåí ñòúëá ïðèáàâèì ïðîèçâîëíà
ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà îñòàíàëèòå ñòúëáîâå, äåòåðìèíàíòàòà íå ñå ïðîìåíÿ.

Íåêà x < y. Îò Ëåìà 4 èìàìå

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) =
∑

[s1,...,sm]∈V n
m(k1,...,km)

(−1)[s1,...,sm]as1,l1 . . . asx,lx . . . asx,lx . . . asn,ln =

+ ∑
[s1,...,sm]∈V n

m(k1,...,km)

(−1)[s1,...,sm]as1,l1 . . . asx,lx . . . λ× asy ,ly . . . asn,ln =

=

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A) + 0

=

det
⟨k1, . . . , km⟩
⟨l1, . . . , ln⟩

(A).

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñå äîêàçâà òâúðäåíèåòî çà ïåðìàíåíòà.

0.2.2 Ïðåäñòàâÿíå íà áëîê-äèàãðàìà ñ ÈÌ

Áëîêîâàòà äèàãðàìà å åäíà îò íàé-èíòåðåñíèòå êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè - òÿ å íå
ñàìî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò, íî è ñðåäñòâî çà ðåøàâàíå íà ðåäèöà ïðàêòè÷åñêè
çàäà÷è.

Íåêà ïúðâî äà ðàçãëåäàìå åäèí ïðèìåð. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òðÿáâà äà ñðàâíèì
äîáèâà îò v ñîðòà íà âñÿêà ñåëñêà êóëòóðà, äà ðå÷åì ïøåíèöà è èìàìå íà ðàçïîëîæå-
íèå b îïèòíè ïîëåòà. Òúé êàòî äîáèâúò çàâèñè íå ñàìî îò ñîðòà, íî è îò ðàçëèêèòå â
óñëîâèÿòà íà ðàçâèòèå íà ðàñòåíèÿòà (ïðåäèìíî îò ïëîäîðîäèåòî íà ïî÷âàòà), åêñïå-
ðèìåíòúò çà òåñòâàíå íà äîáèâà çàâèñè íå ñàìî îò ñîðòà, íî è îò ðàçëèêèòå â óñëîâèÿòà
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íà ðàçâèòèå íà ðàñòåíèÿòà (ïðåäèìíî îò ïëîäîðîäíèòå ïî÷âè), òîãàâà åêñïåðèìåíòúò
çà òåñòâàíå íà äîáèâà ùå áúäå èçâúðøåí ïðàâèëíî, àêî å âúçìîæíî äà ñå åëèìèíèðà
âëèÿíèåòî íà òåçè ðàçëèêè.

Íåêà ðàçãëåäàìå ïðèìåð, ïîêàçâàù, ÷å òàêúâ åêñïåðèìåíò å îñúùåñòâèì ïðè îïðå-
äåëåíè óñëîâèÿ. Äà êàæåì, ÷å òðÿáâà äà òåñòâàìå 6 ñîðòà ïøåíèöà è èìàìå 10 îïèòíè
ïîëåòà. Íåêà îçíà÷èì òåçè ðàçíîâèäíîñòè ñ v1, v2, ..., v6, à ïîëåòàòà ñ b1, b2, ..., b10. Òîãà-
âà ìîæå äà ñúñòàâèì ÈÌ A ñ êîëîíè K = {b1, b2, ..., b10} è ðåäîâå L = {v1, v2, ..., v6} è
åëåìåíòè 1 - çà çàñÿòî ðàñòåíèå îò âèä lj íà ïîëå ki è 0, àêî äàäåíî ïîëå íå å çàñÿòî,
êúäåòî 1 ≤ i ≤ 10 è 1 ≤ j ≤ 6. Òîãàâà ìîæå äà ñúñòàâèì ÈÌ íà äîáèâà íà ñîðòîâå

Ak = [K,L, {aki,lj}],
êúäåòî ñ aki,lj ùå îçíà÷èì äîáèâúò îò âñåêè ñîðò ïøåíèöà:

A = [K,L, {ak10,l6}] =

l1 l2 . . . l6
k1 ak1,l1 ak1,l2 . . . ak1,l6
k2 ak2,l1 ak2,l2 . . . ak2,l6
...

...
... . . .

...
k10 ak10,l1 ak10,l2 . . . ak10,l6

è 1 ≤ i ≤ 10 è 1 ≤ j ≤ 6.
Íåêà ñåãà ðàçäåëèì âñÿêî ïîëå íà 3 ÷àñòè è äà çàñååì ïîëåòàòà ïî ñëåäíàòà ñõåìà

(â ñêîáè ñà ñîðòîâåòå, çàñåòè â ïëîùè íà ñúîòâåòíîòî ïîëå):
b1 − {v1, v2, v3},
b5 − {v1, v5, v6},
b8 − {v2, v4, v6},
b2 − {v1, v2, v5},
b6 − {v2, v3, v6},
b9 − {v3, v4, v5},
b3 − {v1, v3, v4},
b7 − {v2, v4, v5},
b10 − {v3, v5, v6},
b4 − {v1, v4, v6}.
Ìîæå äà ïðîâåðèì äàëè âñè÷êè óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè:
a) âñåêè å ðàçäåëåí íà 3 ñåêöèè;
b) âñåêè ñîðò ñå çàñÿâà íà 5 ïîëåòà (íàïðèìåð v3 íà ïîëåòà b1, b3, b6, b9, b10; v5 íà

ïîëåòà b2, b5, b7, b9, b10);
c) âñåêè äâà ðàçëè÷íè ñîðòà ñå çàñàæäàò çàåäíî íà ïðîèçâîëíè äâå ïîëåòà (íàïðè-

ìåð v1, v6 íà b4, b5; v3, v4 íà ïîëåòà b3, b9).
Èìà òðàäèöèÿ âñÿêà ãîäèíà íà âñÿêî ïîëå äà ñå çàñàæäà ðàçëè÷åí âèä è ñîðò è

îò òîâà, ÷å 6 ≤ 10 è íåêà V106(k1, k2, . . . , k6) å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè 6-åëåìåíòíè
âàðèàöèè íà ñîðòîâåòå ïøåíèöà k1, k2, . . . , k10. Òîãàâà

detc
⟨k1, . . . , k10⟩
⟨l1, . . . , l6⟩

(A) =
∑

[s1,...,s6]∈V 6
10(k1,...,k6)

(−1)[s1,...,s6]as1,l1 . . . as10,l10 .

0.2.3 Ïðåäñòàâÿíå íà åëåìåíòè íà àíàëèòè÷íà ãåîìåòðèÿ â ðàâ-

íèíàòà ñ ÈÌ

Åëåìåíòè íà àíàëèòè÷íà ãåîìåòðèÿ â ðàâíèíàòà

Âñÿêà îñ ñ ôèêñèðàíà òî÷êà, íàðå÷åíà íà÷àëî, ñå íàðè÷à êîîðäèíàòíà îñ. Äâå ïðåñè÷à-
ùè ñå îñè ñ íà÷àëî ïðåñå÷íàòà èì òî÷êà ñå íàðè÷à äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ïî
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èìåòî íà ôðåíñêèÿ ìàòåìàòèê Ðåíå Äåêàðò (1596-1650). Åäíàòà îñ (áåç çíà÷åíèå êîÿ,
íî îáèêíîâåíî ñå ïðèåìà õîðèçîíòàëíàòà) ñå íàðè÷à àáñöèñà, à äðóãàòà - îðäèíàòà.
Íà âñÿêà òî÷êà A îò ðàâíèíàòà ìîæå äà ñå ñúïîñòàâè íàðåäåíà äâîéêà ÷èñëà ⟨a1, a2⟩,
êîèòî îòãîâàðÿò íà íåéíèòå ïðîåêöèè âúðõó êîîðäèíàòíèòå îñè è ñå íàðè÷àò íåéíè
êîîðäèíàòè. Àêî èìàìå äâå òî÷êè A è B ñ êîîðäèíàòè, ñúîòâåòíî ⟨a1, a2⟩ è ⟨b1, b2⟩ ñà
òåõíè êîîðäèíàòè.

Îðòîãîíàëíà (ïðàâîúãúëíà) êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Äàäåíà êîîðäèíàòíà ñèñòå-
ìà å îðèåíòèðàíà ïîëîæèòåëíî, àêî úãúëúò ìåæäó äâåòå îñè å â èíòåðâàëà (0, π) è å
îðèåíòèðàíà îòðèöàòåëíî, àêî úãúëúò å â èíòåðâàëà ( π, 2π). Ïðè úãúë ìåæäó äâåòå
îñè ðàâåí íà 0 èëè π êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà å èçðîäåíà.Êîãàòî òîçè úãúë å ðàçëè÷åí
îò ±π

2
, êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà ñå íàðè÷à êëèíîãîíàëíà, à àêî òîé å ðàâåí íà ±π

2
-

îðòîãîíàëíà (ïðàâîúãúëíà).

Ïðåäñòàâÿíå íà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ ÈÌ Âñÿêà êîîðäèíàòíà ñèñ-
òåìà ðàçäåëÿ ðàâíèíàòà íà ÷åòèðè ÷àñòè, êîèòî â ñëó÷àÿ íà îðòîãîíàëíà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà ñå íàðè÷àò êâàäðàíòè.

Íåêà ñà äàäåíè n íà áðîé òî÷êè â åäíà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà.
Òîãàâà íåêà ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî K = k1, k2 îçíà÷èì ïðîåêöèèòå(êîîðäèíàòèòå)

íà âñÿêà òî÷êà âúðõó êîîðäèíàòíèòå îñè. Íåê ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî L = l1, l2, . . . , ln
îçíà÷èì òî÷êèòå. Òîãàâà ìîæå äà ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà A = [K,L, {aki,lj}] :

A = [K,L, {aki,lj}] =
l1 l2 . . . ln

k1 ak1,l1 ak1,l2 . . . ak1,ln
k2 ak2,l1 ak2,l2 . . . ak2,ln

,

êúäåòî K = {k1, k2}, L = {l1, l2, ..., ln}, çà 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ n, êúäåòî åëåìåíòèòå aki,lj
íà A å êîîðäèíàòàòà íà âñÿêà òî÷êà.

Ïðåäñòàâÿíå íà óðàâíåíèå íà ïðàâà, ìèíàâàùà ïðåç äâå òî÷êè Mi ñ êîîðäè-
íàòè ⟨xi, yi⟩ (i = 1, 2) ñ ÈÌ Íåêà ïðàâàòà g e îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå M1(x1; y1) è
M2(x2; y2). Óðàâíåíèåòî íà ïðàâàòà g â äåòåðìèíèðàí âèä å:∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Íåêà ñà äàäåíè äâå èíäåêñíè ìíîæåñòâà L = l1, l2, l3 è K = k1, k2, k3 òîãàâà íåêà
ak1,l1 = x, ak2,l1 = x1, ak3,l1 = x2, ak1,l2 = y, ak2,l2 = y1, ak3,l2 = y2, ak1,l3 = 1, ak2,l3 = 1,
ak3,l3 = 1, òîãàâà ìîæå äà ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà ïðàâàòà g

A =

l1 l2 l3
k1 x y 1
k2 x1 y1 1
k3 x2 y2 1

,

êúäåòî K = {k1, k2, k3}, L = {l1, l2, l3}, çà 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 3. Òîãàâà ìîæå äà ðåøèì
óðàâíåíèåòî íà ïðàâàòà g ñ äåòåðìèíàíòàòà íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà A:

det
⟨k1, k2, k3⟩
⟨l1, l2, l3⟩

(A) =
∑

[s1,s2,s3]∈V 3
3 (l1,l2,l3)

(−1)[s1,s2,s3]ak1,s1 . . . ak3,s3 .
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Ãëàâà 3. Ïðåäñòàâÿíå íà ëîãè÷åñêà ñõåìà ñ èíäåêñèðà-

íè ìàòðèöè

Ïðèëîæåíèå íà èíäåêñèðàíè ìàòðèöè â àâòîìàòèçàöèÿòà íà ïðî-

åêòèðàíåòî è êîíñòðóèðàíåòî â åëåêòðîíèêàòà

Ïðåäñòàâÿíå íà ãðàô ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà

Íåêà å äàäåíî ìíîæåñòâî îò âúðõîâå U . Íåêà

E = {⟨u, v⟩|u, v ∈ U}.

Î÷åâèäíî òîâà å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè äâîéêè âúðõîâå íà ìíîæåñòâîòî U. Íåêà H
å ïðîèçâîëíî ïîäìíîæåñòâî íà K. Íàðåäåíàòà äâîéêà G = [U,H] ñå íàðè÷à ½íåîðèåí-
òèðàí ãðàô�. Îðèåíòèðàí ãðàô ùå íàðè÷àìå ãðàô, íà êîéòî çà âñÿêà íåãîâà äúãà å
îïðåäåëåíà è ïîñîêàòà é. Ôîðìàëíî îðèåíòèðàíèÿò ãðàô ñå çàäàâàò ÷ðåç

G∗ = [U,H∗],

êúäåòî U å ìíîæåñòâîòî íà âúðõîâåòå íà ãðàôà, à ìíîæåñòâîòî íà äúãèòå

H∗ ⊆ {⟨u, v⟩|u, v ∈ U ∧ (⟨u, v⟩ ∈ H∗ ∧ ⟨v, u⟩ ∈ H∗ → ⟨u, v⟩ ≠ ⟨v, u⟩)}.
Íà âñåêè îðèåíòèðàí ãðàô G∗ = [U,H∗] ìîæå äà ñå ñúïîñòàâè ìàòðèöà ñ ðàç-

ìåðíîñò |U | × |U |, íàðå÷åíà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò. Àêî âúðõîâåòå íà ãðàôà ñà
u1, u2, u3, . . . , un, êúäåòî n = |U |, òî ùå ïîèñêàìå i-òèÿ ðåä è j-òèÿ ñòúëá äà ñúîòâåò-
ñòâàò íà âðúõ xi. Òîãàâà (i, j), ùå ñúîòâåòñòâà íà äâîéêàòà âúðõîâå xi è xj ùå èìà
ñòîéíîñò 1, àêî îò xi âðúõ èçëèçà äúãà êúì âðúõ xj, èëè ñòîéíîñò 0 â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Íåêà å äàäåí îðèåíòèðàíèÿò ãðàô G = [U,H∗]. Òîãàâà èíäåêñèðàíàòà ìó ìàòðèöà
íà èíöèäåíòíîñò ùå èìà âèäà (ïî àíàëîãèÿ íà ñòàíäàðòíàòà ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò)

IM(G) = [U,U, {aki,lj}],

êúäåòî

aui,uj
=

{
1, îðèåíòèðàíà äúãà (ui, uj) ∈ H∗

0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé.
,

Àïàðàòúò íà èíäèöèðàíèòå ìàòðèöè íè ïðåäîñòàâÿ âúçìîæíîñò äà íàìàëèì ðàç-
ìåðíîñòòà íà äàäåíà ìàòðèöà, çàìåíÿéêè ÿ ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ ïî ìàëêà ðàçìåð-
íîñò. Íîâàòà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñúäúðæà íå ïîâå÷å ìàòðè÷íè åëåìåíòè îò ïúðâàòà.
Ôîðìàëíî òîâà ñå çàïèñâà òàêà: àêî U1 å ìíîæåñòâîòî íà âúðõîâåòå, â êîèòî íå âëèçàò
äúãè (òåçè âúðõîâå ìîãàò äà ñå ïðèåìàò çà âõîäîâå íà ãðàôà), à U0 å ìíîæåñòâîòî íà
âúðõîâåòå, îò êîèòî íå èçëèçàò äúãè (òåçè âúðõîâå ìîãàò äà ñå ïðèåìàò çà èçõîäè íà
ãðàôà), òî

IM(G) = [U − U0, U − U1, {aui,uj
}],

Ïðîöåäóðàòà ïî íàìàëÿâàíå íà ðàçìåðíîñòòà íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà ìîæåì äà
íàðå÷åì ìèíèìàëèçèðàíå. Êîãàòî åëåìåíò aui,uj

íà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà

IM(G)2 = IM(G)⊙ IM(G)

å ðàâåí íà 1, òîâà îçíà÷àâà ÷å îò âðúõ ui èçëèçà äúãà äî íÿêîé âðúõ, îò êîéòî èçëèçà
äúãà äî âðúõ uj. Ñëåäîâàòåëíî, îò âðúõ ui èìà ïúò ñ äúëæèíà 2 äî âðúõ uj, à èíäåêñè-
ðàíàòà ìàòðèöà IM(G)2 çàäàâà âñè÷êè òàêèâà ïúòèùà ñ äúëæèíà 2. Ïî ñúùèÿ íà÷èí
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âèæäàìå, ÷å èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà IM(G)3 çàäàâà âñè÷êè ïúòèùà ñ äúëæèíà 3 è
òàêà íàòàòúê. Èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà

IM(G)∗ = IM(G)⊕ IM(G)2 ⊕ · · · ⊕ IM(G)n

êúäåòî n å äúëæèíà íà äèàìåòúðà íà ãðàôà G, çàäàâà âñè÷êè ïúòèùà â ãðàôà.
Íåêà ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî I = x1, x2, x3, . . . , xn îçíà÷èì âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà-

ôà G è ñ K ⊂ I îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî íà âúðõîâåòå, îò êîèòî èçëèçà âðúõ, à ñ L ⊂ I
îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî íà âúðõîâåòå, â êîèòî âëèçà âðúõ, êúäåòî K = {k1, k2, ..., km}, L
= {l1, l2, ..., ln} è çà 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè

Ñúâðåìåííîòî ðàçâèòèå íà åëåêòðîòåõíèêàòà è îñîáåíî ïðîèçâîäñòâîòî íà èíòåãðàëíè
ñõåìè å íåìèñëèìî áåç àâòîìàòèçàöèÿòà íà âñè÷êè îòäåëíè åòàïè íà ïðîåêòèðàíå �
ôóíêöèîíàëíî, ëîãè÷åñêî, ñõåìîòåõíè÷åñêî è êîíñòðóêòèâíî, êîèòî ñà òÿñíî ñâúðçàíè
ïîìåæäó ñè. Êîíñòðóêòèâíîòî ïðîåêòèðàíå ñå ñúñòîè â ñèíòåç è ïðîâåðêà íà òîïîëîãè-
ÿòà. Ïðîåêòèðàíåòî íà òîïîëîãèÿòà íà åëåêòðîííèòå ñõåìè è óñòðîéñòâà ïðåäñòàâëÿâà
ïðîöåñ íà ïðåîáðàçóâàíå íà åëåêòðè÷åñêàòà èëè ëîãè÷åñêàòà ñõåìà â èíôîðìàöèÿ çà ãå-
îìåòðèÿòà íà ñëîåâåòå. Òàçè èíôîðìàöèÿ çàäàâà ôîðìàòà, âçàèìíîòî ðàçïîëîæåíèå è
âçàèìíàòà âðúçêà ìåæäó îòäåëíèòå åëåìåíòè â ìíîãîñëîéíàòà èíòåãðàëíà ñòðóêòóðà.
Ñëåäîâàòåëíî íà òîçè åòàï å íåîáõîäèìî äà ñå ðåøàò ðåäèöà çàäà÷è, ñâúðçàíè ñ êîíê-
ðåòíàòà ðåàëèçàöèÿ íà ïðèíöèïíàòà ñõåìà, íà îñíîâàòà íà çàäàäåíèÿ òèï êîíñòðóêöèÿ
è èçáðàíàòà òåõíîëîãèÿ íà ïðîèçâîäñòâî. Ðåàëèçàöèÿòà íà èíòåãðàëíè ñõåìè è óñòðîéñ-
òâà ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ðàçïîëàãàíå íà ñúâêóïíîñò îò åëåìåíòè (ôðàãìåíòè) è
ñâúðçâàùèòå ãè åëåêòðè÷åñêè ïðîâîäíèöè â òðèìåðíîòî ìîíòàæíî ïðîñòðàíñòâî ïðè
ñïàçâàíå íà îïðåäåëåíè îãðàíè÷åíèÿ, îáóñëîâåíè îò òèïà íà êîíñòðóêöèÿòà è ïàðàìåò-
ðèòå íà òåõíîëîãè÷íèÿ ïðîöåñ. Îáîñîáåíè ÷àñòè îò ïðîåêòèðàíîòî óñòðîéñòâî è ñõåìà,
êîèòî â ñúîòâåòñòâèå ñ ïúðâîíà÷àëíèÿ ïðîåêòàíòñêè çàìèñúë ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ èç-
ïúëíåíèåòî íà îïðåäåëåíè ôóíêöèè â ðàìêèòå íà îáùèÿ àëãîðèòúì íà óñòðîéñòâîòî,
ïðåäñòàâëÿâàò ôóíêöèîíàëíè ìîäóëè èëè ôóíêöèîíàëíè âúçëè.

Êîíñòðóêòèâíèòå ìîäóëè ïðåäñòàâëÿâàò åëåìåíòè îò êîíñòðóêöèÿòà (êóïëóíã, ïå-
÷àòíà ïëàòêà è äð.), îò êîèòî òåõíè÷åñêè ñå ðåàëèçèðàò åëåêòðîííèòå óñòðîéñòâà. Àíà-
ëèçúò íà óñëîâèÿòà, ñ êîèòî òðÿáâà äà ñå ñúîáðàçÿâà ðåàëèçèðàíåòî íà ôóíêöèîíàëíî-
êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè(ÔÊÌ), ïîêàçâà, ÷å å íåîáõîäèìî äà ñå ñïàçâàò ãëàâíî äâà òèïà
îãðàíè÷åíèÿ.

Ïðåäñòàâÿíå íà ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë ñ èíäåêñèðàíà ìàòðè-
öà

Äåêîìïîçèöèÿòà íà åäíà ñëîæíà ñèñòåìà íà îòäåëíè ïîäñèñòåìè, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ
äðóãè ôóíêöèîíàëíè ìîäóëè è èçïúëíÿâàò êîíêðåòíè ôóíêöèè, ñå èçâúðøâà ïî éåðàð-
õè÷åí ïðèíöèï. Òàêà íàïðèìåð ôóíêöèîíàëíè ìîäóëè îò íàé-íèñêî íèâî (íåäåëèìè
ôóíêöèîíàëíè ìîäóëè) ñà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè, îòäåëíèòå ÷èïîâå ïàìåò, ìèêðîïðî-
öåñîðíèòå ñõåìè è äðóãè.

Ñúâêóïíîñò îò òàêèâà ôóíêöèîíàëíè ìîäóëè îáðàçóâàò ôóíêöèîíàëíè ìîäóëè îò
âòîðî íèâî íàïðèìåð ìèêðîïðîöåñîðåí áëîê è ò. í. Îöåíêàòà íà ôóíêöèîíàëíèÿ ìîäóë
ñå èçâúðøâàò ÷ðåç ïàðàìåòúðà çà ñëîæíîñò. Àêî éåðàðõè÷íèÿò ðåä íà êðàåí áðîé ôóí-
êöèîíàëíè ìîäóëè, ò.å. èíäåêñèðèðàíåòî â íàðàñòâàù ðåä íà m íà áðîé ôóíêöèîíàëíè
ìîäóëè, îáðàçóâà ìíîæåñòâîòî

K = {k1, k2, . . . , km}.
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Êîíñòðóêòèâíèòå ìîäóëè ñúùî êàòî ôóíêöèîíàëíèòå ñå õàðàêòåðèçèðàò ñúñ ñâîÿòà
ñëîæíîñò è éåðàðõè÷íî ìÿñòî â öÿëîñòíàòà êîíñòðóêöèÿ íà óñòðîéñòâîòî. Íà åòàïà íà
êîíñòðóêòèâíîòî ïðîåêòèðàíå ñå ðàçãëåæäà âúïðîñúò çà ðåàëèçóåìîñòòà íà ÷àñòèòå
îò ïðîåêòèðàíîòî óñòðîéñòâî, êîèòî èçïúëíÿâàò îïðåäåëåíè ôóíêöèè è ñå îáîñîáÿâàò
îòäåëíè êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè, ò. å. îáðàçóâàò ÔÊÌ. Àíàëîãè÷íî, àêî éåðàðõè÷íèÿò
ðåä íà êðàåí áðîé êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè, ò.å. èíäåêñèðèðàíåòî â íàðàñòâàù ðåä íà n
íà áðîé êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè îáðàçóâà ìíîæåñòâîòî

L = {l1, l2, . . . , ln},

äàäåí ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë ìîæå äà ñå îïðåäåëè îò èíäåêñèðàíà ìàò-
ðèöà

A = [K,L, {aki,lj}]

çà 1 ≤ i ≤ m, è çà 1 ≤ j ≤ n, êúäåòî åëåìåíòèòå íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà ïðèåìàò
÷èñëåíè ñòîéíîñòè ðàâíè íà áðîÿ íà âðúçêèòå ìåæäó âñåêè åëåìåíò ki íà è âñåêè
åëåìåíò lj êàòî â îáùèÿ ñëó÷àé éåðàðõè÷íèòå íèâà ìîãàò äà áúäàò ðàçëè÷íè, ò.å. i ̸= j.

Êîìïàíîâêà íà ÔÊÌ ñ ÈÌ

Êîìïàíîâêà ñúñ ñòàíäàðòíè(çàäàäåíè) ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâíè ìîäó-
ëè ñ ÈÌ Íåêà ñà äàäåíè ñëåäíèòå èíäåêñíè ìíîæåñòâà

K = {k1, k2, ..., km}

è
L = {l1, l2, ..., ln},

êúäåòî K å ìíîæåñòâîòî íà ðàçëè÷íèòå âèäîâå ñòàíäàðòíè ÔÊÌ, à L å ìíîæåñòâîòî
íà ðàçëè÷íèòå âèäîâå ëîãè÷åñêè åëåìåíòè, ó÷àñòâàùè â êëàñè÷åñêàòà ñõåìà.

Âñåêè ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë îò ìíîæåñòâîòî K å èçãðàäåí îò îïðå-
äåëåí áðîé ëîãè÷åñêè åëåìåíòè - ÍÅ-È, ÍÅ-ÈËÈ, òðèãåðè è ò. í., ïðè êîåòî îòäåëíèòå
ëîãè÷åñêè åëåìåíòè ìîæå äà ñà ñâúðçàíè ïîìåæäó ñè èëè äà ïðåäñòàâëÿâàò íåçàâèñè-
ìè åëåìåíòè. Ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè â ñòàíäàðòíèòå ÔÊÌ îòãîâàðÿò íà íëîãè÷åñêèòå
åëåìåíòè îò ëîãè÷åñêàòà ñõåìà. Àêî òîâà íå å èçïúëíåíî, âèíàãè ìîæå äà ñå íàïðàâè
òàêîâà ïðåîáðàçóâàíå íà ëîãè÷åñêàòà ñõåìà, ÷å ôóíêöèîíàëíèòå áàçèñè íà ñõåìàòà è
íà ñòàíäàðòíèòå ÔÊÌ äà ñúâïàäàò.

Ñòàíäàðòíèòå ÔÊÌ, èçãðàäåíè îò íåñâúðçàíè ëîãè÷åñêè åëåìåíòè, ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâÿò ñ ïîìîùòà íà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà, â êîÿòî ñå îòðàçÿâà áðîÿò íà ëîãè-
÷åñêèòå åëåìåíòè, âëèçàùè â ñúñòàâà íà ÔÊÌ.

Áðîÿò íà ðåäîâåòå íà ÈÌ îòãîâàðÿ íà áðîÿ m íà ðàçëè÷íèòå ÔÊÌ, à áðîÿò íà
ñòúëáîâåòå íà áðîÿ n íà ðàçëè÷íèòå òèïîâå ëîãè÷åñêè åëåìåíòè, ò. å.

A = [K,L, {aki,lj}]

íà áðîÿò íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè, âëèçàùè â ñúñòàâà íà åäèí ÔÊÌ. Âñåêè åëåìåíò
îò íåÿ å ÷èñëî aki,lj óêàçâà áðîÿ íà åëåìåíòèòå îò îïðåäåëåí âèä 1 ̸= j ̸= n, êîèòî
ó÷àñòâàò â ñòàíäàðòåí ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë îò òèï 1 ̸= i ̸= m.

Ïðè ÔÊÌ, ñúñòàâåíè îò åäíîòèïíè ëîãè÷åñêè åëåìåíòè, â äàäåíà êîëîíà lj îò
èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà ùå èìà ñàìî äàäåí åëåìåíò, ðàçëè÷åí îò 0.

Ïðè ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè, èçãðàäåíè îò ðàçíîòèïíè ëîãè÷åñêè
åëåìåíòè, áðîÿò íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè ùå áúäå ïîâå÷å îò åäèí.
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Ñòåïåíòà íà ó÷àñòèå íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè â ëîãè÷åñêàòà ñõåìà íà öèôðîâî
óñòðîéñòâî ìîæå äà ñå îöåíè ñ âåêòîðà

B = [b1, b2, . . . , bn],

êúäåòî bi å ÷èñëî, êîåòî ïîêàçâà áðîÿ íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè â ëîãè÷åñêàòà ñõåìà.
Öåíàòà íà ðåàëèçàöèÿòà íà ïðèíöèïíà åëåêòðè÷åñêà ñõåìà ñå îïðåäåëÿ îò öåíèòå

íà îòäåëíèòå ÔÊÌ, ó÷àñòâàùè â íåÿ.
Ñëîæíîñòòà íà ðåàëèçàöèÿòà ìîæå äà ñå îöåíè ïî îáùèÿ áðîé m íà ñòàíäàðòíèòå

ÔÊÌ âúâ ïðèíöèïíàòà åëåêòðè÷åñêà ñõåìà, à îïòèìàëíèÿò âàðèàíò ïî òîçè êðèòåðèè
ùå ñúîòâåòñòâà íà ìèíèìóìà íà m.

Ïðåäñòàâÿíå íà ìîíòàæíî ïðîñòðàíñòâî íà ÔÊÌ ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà è
ãðàô íà âðúçêèòå

Ðàçïîëàãàíåòî íà ÔÊÌ å îñíîâíà çàäà÷à è ïðåäøåñòâà ðåøàâàíåòî íà çàêëþ÷èòåëíàòà
çàäà÷à çà îôîðìÿíå íà êîíñòðóêöèÿòà íà öèôðîâîòî óñòðîéñòâî - òðàñèðîâêàòà. Â íàé-
îáù âèä ðàçïîëàãàíåòî íà ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë ïðåäñòàâëÿâà îïðåäå-
ëÿíå íà ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë è îïðåäåëåíè ïî-
çèöèè(ìåñòà) â äàäåíî ïîëå, íàðè÷àíî ìîíòàæíî ïðîñòðàíñòâî. Ïîðàäè âúçìîæíîñòòà
çà íååäíîçíà÷íîñò íà ðåøåíèåòî ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí
ìîäóë è äàäåíà ïîçèöèÿ òðÿáâà äà îòãîâàðÿ íà îïðåäåëåíè êðèòåðèè çà îïòèìàëíîñò.

Ïðåäñòàâÿíå íà èçõîäíàòà èíôîðìàöèÿ è ôîðìàëèçàöèÿ íà çàäà÷àòà ñ èí-
äåêñèðàíà ìàòðèöà Êîãàòî âå÷å ñå ïîñî÷è, èçõîäíàòà èíôîðìàöèÿ íà ðàçïîëàãà-
íåòî íà ÔÊÌ å ñúâêóïíîñòòà îò ÔÊÌ, ñïèñúêúò íà âðúçêèòå ìåæäó òÿõ è îïèñàíèåòî
íà ìîíòàæíîòî ïðîñòðàíñòâî. Ñúâêóïíîñòòà îò ÔÊÌ è ñïèñúêúò íà âðúçêèòå ìåæ-
äó òÿõ ñúñòàâÿò ïðèíöèïíàòà ìîíòàæíà ñõåìà íà öèôðîâîòî óñòðîéñòâî. Òàçè ñõåìà
ñå ñúñòîè îò îïðåäåëåí íàáîð ëîãè÷åñêè åëåìåíòè È, ÈËÈ, È-ÍÅ, ÈËÈ-ÍÅ, òðèãåðè,
ïðèåòè êàòî îñíîâíè è ñâúðçàíè ïî îïðåäåëåí íà÷èí. ×ðåç ìåæäóåëåìåíòíèòå âðúç-
êè ñå ïîäàâàò âõîäíèòå ñèãíàëè íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè îò ôèçè÷åñêèòå âõîäîâå íà
öèôðîâîòî óñòðîéñòâî èëè îò èçõîäèòå íà äðóãè ëîãè÷åñêè åëåìåíòè.

Çà ôîðìàëíî îïèñàíèå íà ëîãè÷åñêàòà ñõåìà çà íóæäèòå íà êîìïàíîâêàòà ñå èç-
ïîëçâà ñèìâîëèêàòà íà òåîðèÿòà íà ãðàôèòå è òåîðèÿòà íà ìíîæåñòâàòà.

Íåêà ìíîæåñòâîòî íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè å êðàåí áðîé è èíäåêñèðàìå âñåêè åäèí
îò òÿõ.

Ïúëíîòî îò÷èòàíå íà ñòðóêòóðàòà íà ëîãè÷åñêàòà ñõåìà ìîæå äà ñòàíå ÷ðåç ïðåä-
ñòàâÿíåòî é ñúñ ãðàô ½Åëåìåíò-Ñèãíàë� (ÃÅÑ) G:

G = [V, V1, U ],

êúäåòî ìíîæåñòâîòî V1 íà âúðõîâåòå íà ãðàôà ñúîòâåòñòâàò íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè
â ñõåìàòà;

V å ìíîæåñòâîòî íà èçõîäèòå íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè, à òúé êàòî âñåêè èçõîä
å èçòî÷íèê íà îïðåäåëåí ëîãè÷åñêè ñèãíàë, ìíîæåñòâîòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî
ìíîæåñòâî íà ñèãíàëèòå â ñõåìàòà - ñúùî âúðõîâå â ãðàôà ½Åëåìåíò-Ñèãíàë�;

U å ìíîæåñòâîòî íà ðåáðàòà â ãðàôà ½Åëåìåíò-Ñèãíàë�, ñâúðçâàùè âúðõîâå íà
åëåìåíòèòå ñ âúðõîâå íà ñèãíàëèòå.

Çà îòðàçÿâàíå íà âõîäîâåòå è èçõîäèòå íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè ðåáðàòà ñå îðèåí-
òèðàò îò èçõîä íà åëåìåíò êúì ñèãíàëåí âðúõ è îò ñèãíàëåí âðúõ êúì âõîä íà åëåìåíò.
Çà äà ñå ïðåäñòàâè ñàìî ñâúðçàíîñòòà ìåæäó îòäåëíèòå ôóíêöèîíàëíè âúçëè è çà äà
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ñå îöåíÿò ðåàëèçèðàíèòå ÔÊÌ, ëîãè÷åñêàòà ñõåìà íà öèôðîâîòî óñòðîéñòâî ìîæå äà
ñå ïðåäñòàâè ñ ãðàô, îòðàçÿâàù âðúçêèòå ìåæäó âúçëèòå G1 = [V, U ], êúäåòî V å ìíî-
æåñòâîòî îò ôóíêöèîíàëíè âúçëè è ôèçè÷åñêè âõîäîâå è èçõîäè íà ëîãè÷åñêàòà ñõåìà,
êîèòî ìîæå äà èíäåêñèðàìå. Òàêà òå îáðàçóâàò èíäåêñíî ìíîæåñòâî I íà âúðõîâåòå íà
ãðàôà, à U å ìíîæåñòâîòî íà ðåáðàòà, êîèòî ñâúðçâàò âúðõîâåòå, îòðàçÿâàùè ñóìàðíèÿ
áðîé âðúçêè ìåæäó ñúîòâåòíèòå âúçëè. Ðàçãëåæäàíåòî íà ôóíêöèîíàëíèÿ âúçåë áåç
îò÷èòàíå íà íåãîâèòå âõîäîâå è èçõîäè ïîêàçâà, ÷å ïîëó÷åíèÿò ãðàô å íåîðèåíòèðàí è
ìîæå äà ñå íàðè÷à ãðàô íà âðúçêèòå.

Íåêà ñ K ⊂ I îçíà÷èì èíäåêñíî ìíîæåñòâî íà ôèçè÷åñêèòå âõîäîâå è ñ L ⊂ I
îçíà÷èì èíäåêñíî ìíîæåñòâî íà ôèçè÷åñêè èçõîäè íà ëîãè÷åñêàòà ñõåìà. Òîãàâà ãðàôà
íà âðúçêèòå ìîæåì äà îïðåäåëèì ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà âðúçêèòå:

C =

l1 l2 . . . ln
k1 ck1,l1 ck1,l2 . . . ck1,ln
k2 ck2,l1 ck2,l2 . . . ck2,ln
...

...
... . . .

...
km ckm,l1 ckm,l2 . . . ckm,ln

.

Åëåìåíòèòå íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà ïðèåìàò ñòîéíîñòè 0 � çà íåñâúðçàí âõîä
è èçõîä èëè 1 � çà ñâúðçàí âõîä èëè èçõîä. Çà íåñâúðçàíè âúðõîâå îòãîâàðÿùè íà
íåñâúðçàíè ÔÊÌ, ki,lj = 0.

Íåêà îçíà÷èì ñúâêóïíîñòòà îò íîìåðàòà íà ìîíòàæíèòå ìåñòà íà åäèí ÔÊÌ â
õîðèçîíòàëíà ïîñîêà

p1, p2, . . . , px

ñ èíäåêñíî ìíîæåñòâîòî P , êúäåòî ñ p1, p2, . . . , px îçíà÷àâàìå âñè÷êè ïúðâè ìåñòà,
êîèòî çàïî÷âàò íà âñåêè íîâ õîðèçîíòàëåí ðåä. Àíàëîãè÷íî íîìåðàòà âúâ âåðòèêàëíà
ïîñîêà

q1, q2, . . . , qy

îáðàçóâàò èíäåêñíî ìíîæåñòâî Q, êúäåòî ñ q1, q2, . . . , qy îçíà÷àâàìå âñè÷êè ïúðâè ìÿñ-
òà, êîèòî çàïî÷âàò íà âñåêè íîâ âåðòèêàëåí ðåä. Òîãàâà ìîæå äà ïîñòðîèì èíäåêñèðàíà
ìàòðèöà íà ìîíòàæíèòå ïðîñòðàíñòâà (ìåñòàòà) E = [P,Q, {epr,qs}], êúäåòî åëåìåíòèòå
é ïðèåìàò ñòîéíîñòè 0 èëè 1 � ñúîòâåòíî çà íåíàëè÷èå è íåíàëè÷èå íà ñâîáîäíî ìÿñòî,
êúäåòî 1 ≤ r ≤ x è 1 ≤ s ≤ y.

Íåêà ñ
H = [T,W, {hpu,qv}]

îçíà÷èì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà çàåòèòå ìîíòàæíè ìåñòà. Àêî èìà çàåòî ìÿñòî âúâ
âñåêè åäèí ðåä, òî òîãàâà |T | = |P | è 0 ≤ u ≤ |P | è àêî èìà çàåòî ìÿñòî âúâ âñåêè åäèí
ñòúëá, òî òîãàâà |W | = |Q| è 0 ≤ v ≤ |Q|, ÷èèòî åëåìåíòè ñúùî êàòî èíäåêñèðàíàòà
ìàòðèöà íà ìîíãàæíèòå ìåñòà ñà 0 - çà íåçàåòî èëè 1 - çà çàåòî. Àêî íèòî åäíî ìÿñòî
íå å çàåòî, òî òîãàâà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà ùå èìà âèäà

H = [T,W,Ø],

òúé êàòî ìíîæåñòâàòà íà ðåäîâåòå è êîëîíèòå ñà ïðàçíè. Ñëåä çàåìàíå íà ñâîáîäíî
ìÿñòî ñå äîáàâÿ ðåä pr êúì ìíîæåñòâîòî T, òîãàâà T = T ∪{pr}. Àíàëîãè÷íî ñå äîáàâÿ
êîëîíà qs êúì ìíîæåñòâîòî W , òîãàâà W = W ∪ {qs} êàòî åëåìåíòúò hki,lj = 1, à
îñòàíàëèòå åëåìåíòè, êîèòî ñà ñâîáîäíè â äîáàâåíèÿ íîâ ðåä èëè ñòúëá èìàò ñòîéíîñò
0. Àêî èìà âå÷å äîáàâåí ðåä èëè ñòúëá, òî ñå äîáàâÿ ñàìî ðåäà èëè ñòúëáà, êîéòî íå e
äîáàâåí è ñå çàïèñâà ñòîéíîñò íà åëåìåíòà 1.
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Ñàìîòî ôèêñèðàíå íà ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë îçíà÷àâà äà ñå íàìåðè
ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó åëåìåíòà íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà íà âðúçêèòå è íîìåðà íà
ìÿñòîòî îò ìîíòàæíîòî ïðîñòðàíñòâî.

Ðàçïîëîæåíèåòî íà ìåñòàòà â ìîíòàæíîòî ïðîñòðàíñòâî ñå îòðàçÿâàò ÷ðåç ïîñî÷-
âàíå íà ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó òÿõ. Íàèñòèíà ïðè çàäàâàíå íà êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà
ñàìî íà åäíî ìÿñòî, ðàçïîëîæåíèåòî íà îñòàíàëèòå ìîãàò äà ñå èçðàçÿò ÷ðåç ðàçñòîÿ-
íèÿòà îò òåõíèòå öåíòðîâå äî öåíòúðà íà çàäàäåíîòî. Ïîäîáíî èçðàçÿâàíå íà ìîíòàæ-
íîòî ïðîñòðàíñòâî å íåóäîáíî ïîðàäè íåîáõîäèìîñòòà ðàçïîëîæåíèåòî íà ïðîèçâîëíè
äâå ìåñòà äà ñå èç÷èñëÿâà âèíàãè, êàòî ñå èçïîëçâà çàäàäåíîòî ìÿñòî. Ïîðàäè òîâà
ðàçïîëîæåíèåòî íà âñÿêî ìÿñòî ñå îçíà÷àâà ÷ðåç ðàçñòîÿíèåòî ìó äî âñè÷êè îñòàíàëè
ìåñòà. Ôîðìàëíîòî çàäàâàíå íà òàçè èíôîðìàöèÿ ñòàâà ÷ðåç èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà
ðàçñòîÿíèÿòà.

Àëãîðèòúì çà êîìïàíîâêà ñúñ ñòàíäàðòåí ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìî-
äóë ñ ÈÌ Ñúùíîñòòà íà àëãîðèòúìà ñå èçðàçÿâà â òúðñåíå íà òàêîâà ïîêðèòèå íà
ñõåìàòà ñúñ ñòàíäàðòíè ÔÊÌ, êîåòî âîäè äî îïðåäåëÿíå íà ëîêàëåí ìèíèìóì íà öå-
ëåâàòà ôóíêöèÿ - ìèíèìàëíà öåíà íà ðåàëèçàöèÿ íà ñõåìàòà. Òîçè ïðîöåñ íàé-íàïðåä
ñå ðåàëèçèðà êàòî ñå íàìèðè ïîêðèòèå íà èçâåñòíà ÷àñò îò ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè ñ
ÔÊÌ ñ íàé-íèñêà öåíà. Ïðè òîâà çà íàìàëÿâàíå íà ñòðóêòóðíèÿ èçëèøúê ñå òúðñè
ïîêðèòèå ñ ìèíèìàëåí áðîé ÔÊÌ. Ñëåä êîìïàíîâêàòà òåçè ëîãè÷åñêè åëåìåíòè ñå
ïðåìàõâàò îò ñõåìàòà è ñå òúðñè ïîêðèòèå çà îñòàíàëèòå ÷ðåç ÔÊÌ ñ ïî-âèñîêà öåíà
äî ïîêðèâàíå íà âñè÷êè ëîãè÷åñêè åëåìåíòè íà ñõåìàòà. Âúçìîæíîñòòà çà ïîêðèòèå íà
ëîãè÷åñêè åëåìåíò lj ñ ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë îò òèï ki ñå îïðåäåëÿ îò
èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà áðîÿò íà ëîãè÷åñêèòå åëåìåíòè, âëèçàùè â ñúñòàâà íà åäèí
ÔÊÌ. Íàèñòèíà, àêî åëåìåíòúò aki,lj èìà íåíóëåâà ñòîéíîñò, òîâà ïîêàçâà, ÷å â ñõåìàòà
íà ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâíèÿ ìîäóë ki å íàëèöå ëîãè÷åñêè åëåìåíò îò òúðñåíèÿ
âèä. Íåùî ïîâå÷å, ñàìàòà ñòîéíîñò ïîêàçâà è áðîÿ íà âúçìîæíèòå ëîãè÷åñêè åëåìåíòè
îò âèä lj, êîèòî ìîãàò äà ñå êîìïàíîâàò âúâ ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâåí ìîäóë ki.
Áðîÿò íà ïîäëåæàùèòå çà êîìïàíîâàíå ëîãè÷åñêè åëåìåíòè lj, ó÷àñòâàùè â ëîãè÷åñ-
êàòà ñõåìà, å ñúîòâåòíèÿò êîìïîíåíò bj îò âåêòîðà B. Ñëåäîâàòåëíî, àêî aki,lj ̸= 0,
ïîêàçâà íåîáõîäèìèÿ áðîé ÔÊÌ ki, êîèòî ñà íåîáõîäèìè çà êîìïàíîâàíåòî íà âñè÷êè
ëîãè÷åñêè åëåìåíòè îò ñõåìàòà.
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Èçñëåäâàíå ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè íà öèôðîâè ñèãíà-

ëè è ñëó÷àéíè ïðîöåñè

Ïðåäñòàâÿíå íà äèñêðåòíî èçîáðàæåíèå ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà

Ïðåäñòàâÿíå íà öèôðîâè äàííè ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà

Öèôðîâè âõîäíî-èçõîäíè èçâîäè

Íåêà ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî K = {k1, k2, ..., km} îçíà÷èì èçâîäèòå íà Àðäóèíî, êî-
èòî ñà êîíôèãóðèðàíè êàòî èçõîäè, à ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâîòî L = {l1, l2, . . . , ln}
ëîãè÷åñêèòå ñòîéíîñòè, êîèòî ùå ñå çàäàäàò îò èçâîäèòå â îïðåäåëåí ìîìåíò îò âðåìå.

Òîãàâà ìîæå äà ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà çàäàäåíèòå ëîãè÷åñêè ñòîéíîñòè
íà èçâîäèòå íà Àðäóèíî

A =

l1 l2 . . . ln
k1 ak1,l1 ak1,l2 . . . ak1,ln
k2 ak2,l1 ak2,l2 . . . ak2,ln
...

...
... . . .

...
km akm,l1 akm,l2 . . . akm,ln

,

êúäåòî åëåìåíòèòå {aki,lj} ïðèåìàò ñòîéíîñòè 0 èëè 1 â çàâèñèìîñò îò ëîãè÷åñêè ñòîé-
íîñòè, çàäàäåíè îò m íà áðîé èçâîäè, êîíôèãóðèðàíè êàòî èçõîäè, íà âõîäåí èçâîä â
n íà áðîé ìîìåíòè îò âðåìå, êúäåòî 1 ≤ i ≤ m è 1 ≤ j ≤ n.

Öèôðîâà ñõåìà ñ Arduino

Ôèãóðà 1: Öèôðîâà ñõåìà ñ Arduino

Íà ôèãóðà 1 å ïðåäñòàâåíà åëåêòðè÷åñêà ñõåìà, êîÿòî ùå çàäàâà ëîãè÷åñêè ñòîé-
íîñòè.

Íåêà áðîÿò íà èçâîäèòå, êîíôèãóðèðàíè êàòî èçõîäè ñà 6, à ëîãè÷åñêèòå ñòîéíîñòè,
çàäàäåíè çà âñåêè åäèí îò òÿõ ñà 6, òîãàâà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà A ùå èçãëåæäà ïî
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ñëåäíèÿ íà÷èí:

A =

l1 l2 l3 l4 l5 l6
k1 1 1 1 1 1 1
k2 0 1 1 1 1 1
k3 0 0 1 1 1 1
k4 0 0 0 1 1 1
k5 0 0 0 0 1 1
k6 0 0 0 0 0 1

.

Íåêà K1 = {k1}, K2 = {k2}, K13 = {k3}, K4 = {k4}, K5 = {k5}, K6 = {k6}. Ñ

B = [K1, L, {bk1,lj}]

îçíà÷àâàìå èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè: bk1,l1 = ak1,l1 , bk1,l2 = ak1,l2 , bk1,l3 = ak1,l3 , bk1,l4 =
ak1,l4 , bk1,l5 = ak1,l5 , bk1,l6 = ak1,l6 .

Àíàëîãè÷íî ñ
C = [K2, L, {ck1,lj}]

îçíà÷àâàìå èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè: ck2,l1 = ak2,l1 , ck2,l2 = ak2,l2 , ck2,l3 = ak2,l3 , ck2,l4 =
ak2,l4 , ck2,l5 = ak2,l5 , ck2,l6 = ak2,l6 .

Ñúùî òàêà ñ
D = [K3, L, {dk1,lj}]

îçíà÷àâàìå èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè: dk3,l1 = ak3,l1 , dk3,l2 = ak3,l2 , dk3,l3 = ak3,l3 , dk3,l4 =
ak3,l4 , dk3,l5 = ak3,l5 , dk3,l6 = ak3,l6 .

Ñ
E = [K4, L, {ek1,lj}]

îçíà÷àâàìå èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè: ek4,l1 = ak4,l1 , ek4,l2 = ak4,l2 , ek4,l3 = ak4,l3 , ek4,l4 =
ak4,l4 , ek4,l5 = ak4,l5 , ek4,l6 = ak4,l6 .

Àíàëîãè÷íî ñ
F = [K5, L, {fk1,lj}]

îçíà÷àâàìå èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè: fk5,l1 = ak5,l1 , fk5,l2 = ak5,l2 , fk5,l3 = ak5,l3 , fk5,l4 =
ak5,l4 , fk5,l5 = ak5,l5 , fk5,l6 = ak5,l6 .

Ñúùî òàêà ñ
G = [K6, L, {gk1,lj}]

îçíà÷àâàìå èíäåêñèðàíà ìàòðèöà ñ åëåìåíòè: gk6,l1 = ak6,l1 , gk6,l2 = ak6,l2 , gk6,l3 = ak6,l3 , gk6,l4 =
ak6,l4 , gk6,l5 = ak6,l5 , gk6,l6 = ak6,l6 .

Íåêà íà ñòîéíîñòèòå, êîèòî ñúîòâåòñòàò íà ÈÌ B, C, D, E, F è G ñúïîñòàâèì
ñòîéíîñòèòå íà 6 íà áðîé åäíîìåðíè ìàñèâà:

1 ) array2[6] = { 1, 1, 1, 1, 1, 1 };

2 ) array3[6] = { 0, 1, 1, 1, 1, 1 };

3 ) array4[6] = { 0, 0, 1, 1, 1, 1 };

4 ) array5[6] = { 0, 0, 0, 1, 1, 1 };

5 ) array6[6] = { 0, 0, 0, 0, 1, 1 };

6 ) array7[6] = { 0, 0, 0, 0 , 0, 1 };
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Ñëåä òîâà ïðîãðàìíî ùå ñå çàäàäàò ëîãè÷åñêè ñòîéíîñòè îò ñúîòâåòíèòå èçâîäè, íàïðè-
ìåð íà èçâîä l1 îò ìíîæåñòâîòî L íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà A îòãîâàðÿ ïðîìåíëèâà
led. Íà íåÿ ñå ïðèñâîÿâà äèãèòàëåí ïèí íà Arduino êîíòðîëåðà íîìåð 2 è ñ ôóíêöè-
ÿòà digitalWrite(led, HIGH) ñå çàäàâà ëîãè÷åñêà �1�, ò.å. ñòîéíîñòòà íà led ñòàâà ðàâíà
íà 1 èëè ëîãè÷åñêà �0� è ñòîéíîñòòà íà led ñòàâà ðàâíà íà 0. ñëåä òîâà ëîãè÷åñêèòå
ñòîéíîñòè ñå çàïèñâàò â ïðîìåíëèâà, íàïðèìåð íà äèãèòàëåí ïèí çàäàâàìå ñòîéíîñòè
çàïèñàíè â ìàñèâ array2, òîãàâà ñ ïðî÷èòàíå íà ñòîéíîñòèòå íà ìàñèâèòå çà âñè÷êè
èçâîäè ñå èçâåæäàò ñ ôóíêöèÿòà: Serial.print().

Îïèñàíèå ñ ÈÌ íà ñëó÷àéíè ïðîöåñè

Ñëó÷àåí ïðîöåñ ñ äèñêðåòíî âðåìå. Ìàðêîâñêà âåðèãà.

Ñëó÷àåí ïðîöåñ ñ äèñêðåòíî âðåìå íàðè÷àìå ðåäèöà îò ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ξ0, ξ1, . . ..
Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å âñè÷êè ξ0, ξ1, . . . ñà äèñêðåòíè ñúñ ñòîéíîñòè íåîòðèöàòåëíè öåëè
÷èñëà.

Àêî ξn = i, ùå êàçâàìå, ÷å ïðîöåñúò å â ñúñòîÿíèå i â ìîìåíòà n.
Âåðîÿòíîñòòà

P (ξn = j|ξn−1 = i)

íàðè÷àìå âåðîÿòíîñò íà ïðåõîä îò i êúì j â ìîìåíòà n.
Àêî âåðîÿòíîñòèòå çà ïðåõîä íå çàâèñÿò îò ìîìåíòà îò âðåìå, êàçâàìå, ÷å ïðîöåñúò

å ñòàöèîíàðåí.
Ïðîöåñúò ξ0, ξ1 . . . íàðè÷àìå ìàðêîâñêà âåðèãà, àêî çà ïðîèçâîëíî öÿëî ÷èñëî n >

0 è ñúñòîÿíèÿ j0, . . . , jn å èçïúëíåíî

P (ξn = jn|ξn−1 = jn−1, ξn−2 = jn−2, . . . , ξ0 = j0) = P (ξn = jn|ξn−1 = jn−1).

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè ξ0, ξ1, . . . ìîãàò äà ïðèåìàò çà ñòîéíîñòè
ïðîèçâîëíè ïîëîæèòåëíè öåëè ÷èñëà. Çàòîâà ùå ðàáîòèì ñ áåçêðàéíè âåêòîðè è ìàò-
ðèöè. Ïîðàäè íîðìèðàíîñòòà è íåîòðèöàòåëíîñòòà íà âåðîÿòíîñòíàòà ìÿðêà, îáà÷å,
ðàáîòàòà ñ òåçè âåêòîðè è ìàòðèöè íÿìà äà íè ñúçäàâà ïðîáëåìè. Ñ V ùå îçíà÷àâàìå
ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî îò ðåäèöè îò ïîëîæèòåëíè öåëè ÷èñëà, à ñ V × V ïðîñò-
ðàíñòâîòî îò áåçêðàéíè ìàòðèöè îò ïîëîæèòåëíè öåëè ÷èñëà. Ùå ðàçãëåäàìå ñàìî
åäíîðîäíè ìàðêîâñêè âåðèãè, çà êîèòî ñà çàäàäåíè âåêòîð îò íà÷àëíè âåðîÿòíîñòè
B = (b0, b1, . . . ) ∈ V è ìàòðèöà íà ïðåõîäèòå

P =


p00 p01 a02 · · ·
p10 p11 a12 · · ·
p20 p21 a22 · · ·
...

...
...

. . .

 ,

òàêà ÷å ñà èçïúëíåíè
P (ξ0 = i) = bi

è
P (ξ1 = j|ξ0 = i) = pij

çà ïðîèçâîëíè ñúñòîÿíèÿ i è j.
×ðåç àïàðàòà íà ÈÌ ìîäåëúò ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.
Íåêà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè ξ0, ξ1, . . . â îïðåäåëåí ìîìåíò; ñ

èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî K = k1, k2, . . . , km íà íà÷àëíèòå ñúñòîÿíèÿ íà ïðîöåñ èëè îáåêò
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è òúé êàòî âñåêè îò òÿõ ìîæå äà èìà íà÷àëíî è êðàéíî ñúñòîÿíèå, òî òîãàâà ìîæå äà
îçíà÷èì ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî L = {l1, l2, . . . , ln} êðàéíèòå ñúñòîÿíèÿ íà ïðîöåñ èëè
îáåêò.

Òîãàâà ìîæå äà ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà ïðåõîäèòå

A =

l1 l2 . . . ln
k1 ak1,l1 ak1,l2 . . . ak1,ln
k2 ak2,l1 ak2,l2 . . . ak2,ln
...

...
... . . .

...
km akm,ln akm,ln . . . akm,ln

,

êúäåòî 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, êúäåòî åëåìåíòúò aki,lj å âåðîÿòíîñòòà çà ïðåõîä îò
ñúñòîÿíèå ki êúì lj â îïðåäåëåí ìîìåíò.

Ñúñòàâÿíå êàðòà íà çíàíèÿ (map knowldege) ïîñðåäñòâîì ïúòåêà îò èíñò-
ðóêöèè ñ ÈÌ íà ïðåõîäèòå Íåêà îçíà÷èì ñ ïðîìÿíà ïîñîêàòà íà åäíà Robocar
r1 = �ëÿâî�, r2 = �äÿñíî�, r3 = �íàïðàâî� èëè r4 = �íàçàä� ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâîòî
K = {k1, k2, k3, k4}, ìîæå äà ñúñòàâèì è ìíîæåñòâîòî L = {l1, l2, . . . , ln} çà ïðîìÿíà íà
ñúñòîÿíèåòî(ïîñîêàòà) êàòî 1 ≤ j ≤ n è n ≥ 3. Òîãàâà ìîæå äà ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà
ìàòðèöà íà èíñòðóêöèèòå

A =

l1 l2 . . . ln
k1 ak1,l1 ak1,l2 . . . ak1,ln
k2 ak2,l1 ak2,l2 . . . ak2,ln
k3 ak3,l1 ak3,l2 . . . ak3,ln
k4 ak4,ln ak4,ln . . . ak4,ln

êàòî òðè îò åëåìåíòèòå ak1,lj , ak2,lj , ak3,lj , ak4,lj çà âñÿêà êîëîíà lj ïðèåìà ñòîéíîñò
0 è ñàìî åäèí îò òÿõ 1, êúäåòî 1 ≤ j ≤ n.

Íåêà ñå èçïúëíÿò âñè÷êèòå n íà áðîé èíñòðóêöèè. Íåêà ñà äàäåíè âåðîÿòíîñòèòå
v1, v2, v3, v4. Íåêà v1 èìà âèäà �Robocar çàâèâà íàëÿâî�, v2 èìà âèäà �Robocar çàâèâà
íàäÿñíî�,v3 èìà âèäà �Robocar çàâèâà íàïðåä�, v4 èìà âèäà �Robocar çàâèâà íàçàä�.

Òîãàâà ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî P = p1 = l1, p2 = l2, . . . , pn = ln îçíà÷èì íà÷àëíèòå
èíñòðóêöèè, êîèòî â äàäåí ìîìåíò ñà ñòàíàëè íà÷àëíè, à ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî
Q = q1 = l2, q2 = l3, . . . , pn−2 = ln−1 êðàéíèòå èíñòðóêöèè, êîèòî â äàäåí ìîìåíò ñà
ñòàíàëè êðàéíè êàòî ïúðâàòà è ïîñëåäíàòà íèêîãà íå ñòàâàò íà÷àëíè. Òîãàâà ìîæå
ñúñòàâèì èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà ïðåõîäèòå

D =

q1 q2 . . . qn−2

p1 dk1,l1 dk1,l2 . . . dk1,ln−2

p2 dk2,l1 dk2,l2 . . . dk2,ln−2

...
...

... . . .
...

pn dkn,ln−2 dkn,ln−2 . . . dkn,ln−2

,

1 ≤ r ≤ n, 1 leq s ≤ n-2, êúäåòî åëåìåíòúò dpr,qs = v1 ∨ v2 ∨ v3 ∨ v4 å âåðîÿòíîñòòà çà
ïðåõîä îò ñúñòîÿíèå pr êúì qs â îïðåäåëåí ìîìåíò.

Òîãàâà ñ ïîäìíîæåñòâîòî P1 ùå îçíà÷èì òîâà èíäåêñíî ïîäìíîæåñòâî íà P , ÷èèòî
èíäåêñè pr èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî dpr,qs = v1. Àíàëîãè÷íî ñ ïîäìíîæåñòâàòà P2, P3, P4

ùå îçíà÷èì òåçè èíäåêñíè ïîäìíîæåñòâà íà P , ÷èèòî èíäåêñè pr èçïúëíÿâàò ñúîòâåòíî
óñëîâèÿòà dpr,qs = v2, dpr,qs = v3 èëè dpr,qs = v4. Òîãàâà áðîÿò íà èíñòðóêöèèòå çà ñìÿíà
ïîñîêàòà íàëÿâî å ðàâíà íà ìîùíîñòòà íà ïîäìíîæåñòâîòî |P1| = |P − P2 − P3 − P4| è
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òîãàâà ìîæå äà èç÷èñëèì ïðîöåíòà ñ ôîðìóëàòà |P1| / |P |. Òîãàâà ìîæå äà ïðåäñòàâèì
ïðîöåíòà ñ ðàçìèòà äâîéêà. Àíàëîãè÷íî ìîæå äà èç÷èñëèì ïðîöåíòà íà èíñòðóêöèèòå
çà ñìÿíà ïîñîêàòà çà îñòàíàëèòå òðè ïîñîêè ñúîòâåòíî ñ |P2| / |P |, |P3| / |P |, |P4| /
|P | è äà íàìåðèì ìàêñèìàëíèÿ è ìèíèìàëíèÿ ïðîöåíò íà ÷åòèðèòå ïîñîêè, êîèòî äà
èçïîëçâàìå çà ïðåäðè÷àíå íà ñúñòîÿíèÿ íà Robocar-à â áúäåù ìîìåíò.

Çàêëþ÷åíèå

Â Ãëàâà 1 å ïðåäîñòàâåíî è îïðåäåëåíî óñëîâèåòî çà ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íèòå óðàâíå-
íèÿ ñ èçâåñòíè ñòîéíîñòè íà èíäåêñèðàíèòå ìàòðèöè A = [K,L, aki,lj ] è B = [P,Q, bpr,qs ]
ñ åëåìåíòè ðåàëíè ÷èñëà êàòî íàìåðåíîòî ðåøåíèå ñ ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí áðîé
ðåäîâå è êîëîíè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ðåàëíè ÷èñëà, ïðè îïåðàöèè ñúîòâåòíî ⊕, ⊗, ⊖ å
èíäåêñèðàíà ìàòðèöà X = [Y, Z, ctu,vw ]. Êîãàòî òðÿáâà äà áúäå ðåøåíî óðàâíåíèå (1),
òâúðäåíèåòî, ÷å àêî K−P ̸= ∅, ò.å. êîãàòî k ∈ K−P , òîãàâà k ∈ (K∪Y )−P , êîåòî å íå-
âúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî äîêàçàõìå, ÷å åäíî îò óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèÿ
íà (1) å K ⊆ P . Ïî àíàëîãèÿ, âòîðîòî óñëîâèå ùå áúäå: L ⊆ Q. Íàìåðåíè ñà ðåøåíèÿ
íà óðàâíåíèÿ (1) - (3), êúäåòî ïîäîïåðàöèÿòà ⊕ e ½+�, ½-�, ½∗� èëè ½/�. Ïðè ðåøàâàíå
íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñúáèðàíå è ïîäîïåðàöèÿ
óìíîæåíèå, ïðîâåðêàòà íà âàëèäíîñòòà íà òîâà ðåøåíèå, êîãàòî ïîäîïåðàöèÿòà å �×�
äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå å, ÷å çà âñÿêî ki ∈ K è lj ∈ L:

aki,lj ̸= 0

. Êîãàòî ðåøàâàìå ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ ñúáèðàíå
è ïîäîïåðàöèÿ äåëåíèå äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå å, ÷å çà
âñÿêî pr ∈ P è qs ∈ Q:

bpr,qs ̸= 0.

Ñúùî òàêà ïðè ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íî óðàâíåíèå ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ
ïî÷ëåííî óìíîæåíèå îïðåäåëèõìå ïðè êîè óñëîâèå óðàâíåíèåòî èìà è íÿìà ðåøåíèå.
Àêî P ∩K = 0 èëè Q∩L = 0, èëè àêî K ⊂ P , ò.å. K ̸= P èëè L ⊂ Q, ò.å. L ̸= Q, òîãàâà
óðàâíåíèåòî

A⊗(◦) X = B

íÿìà ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëíî óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà (2) å P ⊆ K
è Q ⊆ L. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ðåøàâàìå ìàòðè÷íî óðàâíåíèå ñ îïåðàöèÿ èçâàæäàíå, â
òîçè ñëó÷àé âèæäàìå, ÷å èíäåêñèðàíèòå ìàòðèöè A and B òðÿáâà äà îòãîâàðÿò íà
óñëîâèÿòà P ⊆ K,Q ⊆ L. Àêî K = P èëè L = Q, òîãàâà

A⊖X = B

èìà ðåøåíèåòî
X = [∅, ∅, {∗}],

êúäåòî ñèìâîëúò �∗� îçíà÷àâà ëèïñà íà åëåìåíòè.
Êîãàòî P ⊂ K, ò.å., P ̸= K è Q ⊂ L, i.e., Q ̸= L, òîãàâà óðàâíåíèå (3) èìà ðåøåíèå

êúäåòî çà âñåêè tu ∈ K − P and vw ∈ L − Q, ctu,vw ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà. Çà
äâå èíäåêñèðàíè ìàòðèöè A = [K,L, {aki,lj}] and B = [P,Q, {bpr,qs}] ñ åëåìåíòè ñà
èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, êúäåòî

aki,lj = ⟨αki,lj , βki,lj⟩,
bpr,qs = ⟨γpr,qs , δpr,qs⟩,
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ñúùî å îïðåäåëåíî óñëîâèåòî çà ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ
è ñúñòàâåíà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà X ñ ìèíèìàëåí è ìàêñèìàëåí áðîé ðåäîâå è

êîëîíè â ñëó÷àÿ, êîãàòî åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè. Âñÿêà èíòóè-
öèîíèñòêè ðàçìèòà äâîéêà èìà ôîðìàòà ⟨a, b⟩, êúäåòî a, b ∈ [0, 1] è a+ b ≤ 1.

Êîãàòî òðÿáâà äà ðåøèì ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè ñ îïåðàöèÿ
èçâàæäàíå, ÷å èíäåêñèðàíèòå ìàòðèöè A and B ñ åëåìåíòè ñà èíòóèöèîíèñòêè ðàçìè-
òè äâîéêè, òðÿáâà äà îòãîâàðÿò íà óñëîâèÿòà P ⊆ K,Q ⊆ L. Òîãàâà (ìèíèìàëíîòî)
ðåøåíèå å

X = [K − P,L−Q, {⟨ypr,qs , zpr,qs⟩}],

êúäåòî åëåìåíòèòå íà èíäåêñèðàíàòà ìàòðèöà X ñà ïðîèçâîëíè èíòóèöèîíèñòêè ðàç-
ìèòè äâîéêè. Ñúùî òàêà ñà äåôèíèðàíè äåòåðìèíàíòà è ïåðìàíåíòà íà åäíà èíäåê-
ñèðàíà ìàòðèöà, ñâîéñòâà è òåõíè ïðèëîæåíèÿ. Â ãëàâà 2 å ïðåäñòàâåíà èíäåêñèðàíà
ìàòðèöà ñ åëåìåíòè, êîèòî îòðàçÿâàò íàëè÷èåòî è ëèïñàòà íà ñâúðçàíîñò ìåæäó îò-
äåëíèòå ôóíêöèîíàëíî-êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè, îò êîèòî ñà êîíñòðóèðàíè ëîãè÷åñêèòå
è êîìáèíàöèîííè ñõåìè. Èäåÿòà å, ÷å ñ àïàðàòà íà ÈÌ, ïëàòêèòå ìîæå äà ñå îïòèìè-
çèðàò, íàïðàâÿò ïî-áúðçè è åôåêòèâíè ÷ðåç íàìèðàíå íà íàé-ìàëêîòî è íàé-ãîëÿìî
ðàçñòîÿíèå ìåæäó êîíòàêòíèòå òî÷êè íà åëåìåíòèòå, îò êîèòî ñà ñúñòàâåíè ëîãè÷åñ-
êèòå ñõåìè è ìåæäó òÿõ ñàìèòå.

Â ãëàâà 3 ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî K = {k1, k2, ..., km} ñà îçíà÷åíè èçâîäèòå íà
Àðäóèíî, êîèòî ñà êîíôèãóðèðàíè êàòî èçõîäè, à ñ èíäåêñíîòî ìíîæåñòâîòî L =
{l1, l2, . . . , ln} ëîãè÷åñêèòå ñòîéíîñòè, êîèòî ùå ñå çàäàäàò îò èçâîäèòå â îïðåäåëåí
ìîìåíò îò âðåìå. Ñúñòàâåíà å èíäåêñèðàíà ìàòðèöà, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ëîãè÷åñêèòå
ñòîéíîñòè, êîèòî ñå çàäàâàò îò âñåêè èçâîä.
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Ïðèíîñè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Íàó÷íè ïðèíîñè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

1. Ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íè óðàâíåíèÿ ñ èíäåêñèðàíè ìàòðèöè, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ðåàëíè
÷èñëà è èíòóèöèîíèñòêè ðàçìèòè äâîéêè, èçñëåäâàíå ñâîéñòâàòà íà äåòåðìèíàíòà è
ïåðìàíåíòà íà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà.

Íàó÷íî-ïðèëîæíè ïðèíîñè

1. Ïðåäñòàâÿíå íà áëîê-äèàãðàìà â êîìáèíàòîðíèÿ ñìèñúë íà òîâà ïîíÿòèå è åëå-
ìåíòè íà àíàëèòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ â ðàâíèíàòà ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà.

2. Ïðåäñòàâÿíå ñ èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà ÔÊÌ, ìîíòàæíè ìåñòà íà ôóíêöèîíàëíî-
êîíñòðóêòèâíè ìîäóëè, ðàçñòîÿíèÿ ìåæäó çàåòèòå ìîíòàæíè ìåñòà.

3. Ñ àãðåãàöèÿ ñ ìèíèìàëíà, ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò è ñóìà ïî ðåäîâå è êîëîíè ñà
íàìåðåíè ìèíèìàëíè, ìàêñèìàëíè ðàçñòîÿíèÿ; ñóìè îò ðàçñòîÿíèÿ ìåæäó ìîí-
òàæíè ìåñòà íà èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà ðàçñòîÿíèÿòà.

4. Ñúñòàâåíà å èíäåêñèðàíà ìàòðèöà, ÷èèòî åëåìåíòè ñà ëîãè÷åñêèòå ñòîéíîñòè,
êîèòî ñå çàäàâàò îò âñåêè èçâîä.

5. Ñúñòàâÿíå êàðòà íà çíàíèÿ(map-knowledge) ïîñðåäñòâîì ïúòåêà îò èíñòðóêöèè ñ
èíäåêñèðàíà ìàòðèöà íà ïðåõîäèòå.

Ïðèëîæíè ïðèíîñè

1. Ñúçäàâàíå íà ïðîãðàìà, ñ êîÿòî îò 6 íà áðîé èçâîäè íà Àðäóèíî êîíòðîëåð,
êîíôèãóðèðàíè êàòî èçõîäè, ñå çàäàâàò 6 íà áðîé ëîãè÷åñêè ñòîéíîñòè.

2. Èç÷èñëÿâàíå íà àãðåãèðàíè ñòîéíîñòè ïî ðåäîâå è êîëîíè íà èíäåêñèðàíè ìàò-
ðèöè ñ Åêñåë.
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